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ОТ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 


Пульсирующие звезды образуют многочисленный и удивительно разнообразный по 
своим характеристикам подкласс физических переменных звезд. Периодические изме¬ 
нения их блеска и других свойств вызваны не внешними причинами (например, затме¬ 
ниями в двойной звездной системе), а попеременным расширением и сжатием звезды. 
К пульсирующим относятся звезды типа 6 Цефея, RR Лиры, W Девы, Миры Кита, 
RV Тельца, 6 Щита и др. Сильно различаясь по свойствам, эти объекты сходны в том, 
что все они находятся на стадиях эволюции, когда гидростатическое равновесие звезды 
как целого оказывается неустойчивым по отношению к возбуждению пульсаций. Пери¬ 
од пульсаций, амплитуда и форма кривых блеска и лучевых скоростей в принципе со¬ 
держат важную информацию о внутреннем строении пульсирующих звезд. Но чтобы 
воспользоваться этой информацией, необходимо располагать хорошо развитой теори¬ 
ей звездных пульсаций. 

Книга Джона П. Кокса — профессора астрофизики Колорадского университета 
(США), уже более четверти века успешно работающего над развитием теории звезд¬ 
ных пульсаций,-представляет собой четвертую в мировой литературе монографию по 
теории колебаний звезд, если помимо классической книги С. Росселанда (1949 г.) и поя¬ 
вившейся недавно (1979 г.) книги японских авторов по нерадиальным колебаниям звезд 
принять во внимание также энциклопедическую статью П. Леду и Т. Вальравена 
(1958 г). В своем предисловии автор справедливо отмечает явный дефицит в литерату¬ 
ре по теории физических переменных звезд. В связи с этим мы ниже остановимся не¬ 
сколько подробнее на развитии наших представлений о звездных пульсациях. 

Своевременность и важность перевода книги Дж. П. Кокса следует из того, что на 
русский язык из упомянуых четырех публикаций была переведена лишь книга Россе¬ 
ланда, отражающая начальный этап развития теории тридцатилетней давности. Тогда 
еще не был найден конкретный механизм возбуждения колебаний звезды. Однако уже 
через несколько лет С. А. Жевакин показал, что первостепенную роль в возбуждении 
пульсаций играет расположенная во внешних слоях звезды зона второй ионизации ге¬ 
лия. С этого момента теория поднялась на более высокую ступень развития, чему во 
многом способствовали также последующие работы В. И. Алешина, Р. Кристи и ав¬ 
тора настоящей книги. Одновременно значительно расширились и детализировались 
наблюдения физических переменных звезд. 

К настоящему времени теория звездных пульсаций уже достаточно созрела и способ¬ 
на не только объяснить имеющиеся данные, но и определять программу дальнейших 
целенаправленных наблюдений пульсирующих звезд. Однако такой прогресс в нашем 
понимании физических переменных звезд основан на кропотливом труде и энтузиазме 
многих поколений астрономов и астрофизиков. В связи с этим отметим, что на послед¬ 
нюю четверть XX в. приходится ряд памятных дат, относящихся к наблюдениям и те¬ 
ории пульсирующих звезд. Почти 400 лет назад (1596 г.) немецкий астроном Давид Фа¬ 
брициус заметил, что блеск звезды в созвездии Кита, относительно которой он изме¬ 
рял положение наблюдавшегося им Меркурия, изменяется со временем. Эта звезда, на- 
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званная впоследствии Я. Гевелием Мирой (или Удивительной) Кита, оказалась типич¬ 
ным представителем целой группы долгопериодических пульсирующих звезд- 
гигантов. Около двухсот лет прошло с момента обнаружения (1784 г.) английским ас¬ 
трономом Джоном Гудрайком переменности блеска 6 Цефея. Примерно 100 лет назад 
(в 1879 г.) немецкий физик А. Риттер положил начало теории звездных пульсаций. Он 
вывел выражение для частоты радиальных колебаний однородной звезды и установил 
обратную пропорциональность периода колебаний квадратному корню из средней 
плотности. Затем наблюдения А. А. Белопольского в Пулково (1894 г.) показали, что 
лучевая скорость 5 Цефея изменяется с таким же периодом, как и блеск этой звезды. 
Еще через два года русский физик Н. А. Умов на защите диссертации Белопольским 
высказывает мысль о том, что эти наблюдения, возможно, свидетельствуют о пульса¬ 
циях 5 Цефея. Существование пульсирующих звезд стало общепризнанным после уста¬ 
новления в 1908 г. Генриеттой Ливитт знаменитого, легшего в основу измерения меж¬ 
галактических расстояний соотношения период — светимость, появления статьи 
X. Шепли (1914 г.), в которой была продемонстрирована несостоятельность интерпре¬ 
тации цефеид как двойных звезд, и разработки А. Эддингтоном в 1918 — 1926 гг. ос¬ 
нов теории звездных пульсаций. 

В нашей стране, начиная с работ А. А. Белопольского (1854 — 1934), С. П. Глазена- 
па (1948 — 1937) и С. Н. Блажко (1870 — 1957), переменным звездам всегда уделялось 
большое внимание. Особенно значительный вклад в изучение переменных звезд вооб¬ 
ще и, в частности, пульсирующих звезд внесли Б. В. Кухаркин (1909 — 1977), 
П. П. Паренаго (1906 — 1960) и В. П. Цесевич, а также их многочисленные ученики и 
сотрудники. Некоторым итогом этих исследований можно считать серию монографий 
[1 — 5] *, в которых систематизированы и проанализированы обширные данные о раз¬ 
личных типах переменных звезд. 

Далеко не так широко представлена в отечественной астрофизической литературе 
теория колебаний звезд. В историческом плане поучительна дискуссия о причинах 
звездных пульсаций, развернувшаяся на Четвертом совещании по вопросам космоло¬ 
гии (Москва, октябрь 1954 г.) [6]. Следует отметить также симпозиум по проблеме 
«Звездная эволюция и переменные звезды» (Москва, ноябрь 1964 г.), на котором специ¬ 
альное внимание было обращено на важную для выяснения природы физической пере¬ 
менности связь между эволюцией и устойчивостью звезд по отношению к пульсациям 
[7]. Небольшая, но насыщенная идеями статья С. А. Жевакина опубликована в книге 
[4]. Некоторые важные теоретические вопросы обсуждаются также в отдельных гла¬ 
вах книг [8, 9]. Вот, пожалуй, и весь перечень публикаций (помимо статей в специаль¬ 
ных научных журналах) по теории колебаний звезд. Поэтому нет сомнений, что книга 
Дж. П. Кокса восполнит существующий досадный пробел. 

Книга состоит из трех основных частей: описания общих принципов (ч. I), изложе¬ 
ния теории радиальных пульсаций (ч. II) и основ теории нерадиальных колебаний звезд 
(ч. III). Помимо тщательного рассмотрения линейных адиабатических колебаний 
звезд, базирующегося на анализе уравнения типа Штурма — Лиувилля, значительное 
внимание уделяется влиянию неадиабатичности, проблеме сдвига фаз между кривыми 
блеска и лучевых скоростей пульсирующих звезд и критерию устойчивости звезд по от¬ 
ношению к пульсациям. Хотелось бы отметить гл. 13, в которой на простых моделях 
демонстрируется специфика пульсационной неустойчивости звезд и возникновения 
них установившихся колебаний (предельного цикла). Для специалистов по теории коле 
баний, интересующихся приложениями, эта глава может служить хорошим введением 
в удивительный мир звездных пульсаций. 

Часть III является введением в теорию нерадиальных колебаний звезд, которая по- 


* См. список литературы в конце предисловия. 
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лучила за последние годы сильный стимул к развитию благодаря открытию колебаний 
Солнца с периодами от 5 до 160 мин и чрезвычайно малой (по сравнению с обычными 
пульсирующими звездами) амплитуды. Дж. П. Кокс знакомит читателя с основами 
теории: с выводом уравнений малых нерадиальных колебаний, с классификацией коле¬ 
баний на р-, /- и g -моды и с результатами расчетов периодов и собственных функций 
для нерадиальных колебаний политропных газовых шаров. Кроме того, обсуждаются 
различные вопросы теории, требующие дальнейшего развития (возбуждение и затуха¬ 
ние отдельных мод, эффекты неадиабатичности и переменности химического состава и 
т.д.). В качестве дополнения к данной части книги Дж. П. Кокса можно рекомендо¬ 
вать обзор [10]. 

В последней гл. 19 кратко обсуждаются еще не решенные до конца, но важные для 
приложений вопросы, такие, как влияние на пульсации вращения звезды (см. также 
[10]), магнитных полей, конвекции, эффектов общей теории относительности и от¬ 
сутствия теплового равновесия. 

За прошедшие после английского издания книги Дж. П. Кокса три года не появилось 
новых книг или обзоров. Однако продолжали выходить статьи в научных журналах, и 
состоялись два организованных Международным астрономическим союзом коллокви¬ 
ума: № 58 «Звездная гидродинамика» (Лос-Аламос, США, август 1980 г.) и 
№ 66 «Проблемы колебаний Солнца и звезд» (Крымская астрофизическая обсервато¬ 
рия, СССР, сентябрь 1981 г.). Труды коллоквиума № 58, на котором было уделено вни¬ 
мание и звездным пульсациям, уже опубликованы [11], а труды коллоквиума № 66 дол¬ 
жны появиться в одном из ближайших номеров международного журнала Solar Phy¬ 
sics. Отметим работы [12, 13], в которых рассмотрена известная проблема'расхожде¬ 
ния между оценками масс цефеид по теории звездной эволюции и по нелинейной тео¬ 
рии звездных пульсаций. Результаты позволяют надеяться, что это расхождение не яв¬ 
ляется критическим и может быть ликвидировано последующими уточнениями обеих 
теорий. Другой важной проблемой, продолжающей беспокоить теоретиков, остается 
влияние конвекции на положение красной (холодной) границы полосы неустойчивости 
на диаграмме Герцшпрунга — Рессела (см. [14] и ссылки там). Пожалуй,наиболее впе¬ 
чатляющее достижение нелинейной теории пульсаций за последние годы — ее успеш¬ 
ное применение к звездам с большим отношением светимости к массе, что, в частно¬ 
сти, способствовало существенному прогрессу в понимании замечательных нестацио¬ 
нарных звезд типа FG Стрелы [15, 16]. 

В основу книги Дж. П. Кокса легли лекции, обзоры и оригинальные статьи, что,по- 
видимому, повлияло на стиль изложения: логически стройный текст учебника сменяет¬ 
ся «аннотационной вязью» научного обзора или подробными разъяснениями физиче¬ 
ского смысла. Вообще стремление автора к физической ясности — одно из главных 
достоинств книги. Другое достоинство — высокий научный уровень и широкое ис¬ 
пользование достижений в смежных областях знания. При этом автор часто ссылается 
на учебники и монографии, не все из которых доступны советскому читателю. Взамен 
можно рекомендовать следующую отечественную литературу: по векторному и тен¬ 
зорному анализу —книгу [17], по уравнениям математической физики — [18, 19], по 
газовой динамике — [20 — 23], по методам вычислений — [19, 22, 24 — 26], по теории 
колебаний [27 — 29], по асимптотическим методам — [30]. 

Редактор, переводчик и издательство приносят автору искреннюю благодарность за 
большую помощь, оказанную при подготовке русского издания. 

Есть все основания надеяться, что предлагаемый перевод книги Дж. П. Кокса будет 
полезен не только астрофизикам, но и заинтересует специалистов по теории колебаний 
и газовой динамике. Книга имеет достоинства как учебника, так и научной моногра¬ 
фии, в которой кроме устоявшихся результатов сформулированы нерешенные задачи 
и очерчены перспективы развития теории. Поэтому можно ожидать, что «Теория 
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звездных пульсаций» найдет широкую читательскую аудиторию — от студентов до 
научных сотрудников самой высокой квалификации. 

Октябрь 1982 г. Д. К. Надёжин 
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Основная цель предлагаемой книги — собрать воедино многочисленные результаты и 
обсуждения, касающиеся звездных пульсаций и разбросанные по астрофизической ли¬ 
тературе. Другая цель состояла в том, чтобы развить на современном уровне идеи, за¬ 
ложенные в двух классических работах по теории звездных пульсаций: книге Росселан- 
да «Теория пульсаций переменных звезд» [465] и энциклопедической статье Леду и 
Вальравена [345]. (Недавно вышла в свет прекрасная монография Унно, Осаки, Андо и 
Сибихаси «Нерадиальные колебания звезд» [593].) Сзатья Леду и Вальравена является 
поистине исчерпывающей, и настоящая книга ни в коей мере не пытается заменить эту 
классическую работу или конкурировать с ней. Эту статью я цитирую практически в 
каждом разделе книги. 

Однако статья Леду и Вальравена была опубликована в 1958 г., а за прошедшие чет¬ 
верть века в теории пульсаций получено много новых результатов. Поэтому одна из 
целей книги — представить некоторые из современных достижений. 

Теория звездных пульсаций почти целиком базируется на законах классической нере¬ 
лятивистской физики. На них основано практически все наше изложение (обобщение 
теории пульсаций с учетом эффектов обшей теории относительности в большинстве 
случаев выходит за рамки настоящей книги, лишь в гл. 19 кратко и, вероятно, недо¬ 
статочно исчерпывающе описываются эти эффекты). 

В книге представлены как радиальные, так и нерадиальные колебания. Рассмотрение 
нерадиальных колебаний следует считать лишь введением в проблему; гораздо более 
глубокий, детальный и обстоятельный анализ можно найти в упомянутой выше моно¬ 
графии японских авторов [593]. 

Значительные усилия были затрачены на то, чтобы четко объяснить различие между 
эйлеровыми и лагранжевыми вариациями. Кроме того, линеаризованные уравнения 
были записаны для наиболее общего случая, когда в невозмущенной модели присутст¬ 
вует поле скоростей. 

Советское издание книги практически не отличается от американского издания 
1980 г.; были исправлены лишь несколько опечаток. Кроме того, по предложению пе¬ 
реводчика А. А. Памятных были внесены несколько стилистических и других мелких 
изменений. Однако если бы мне пришлось писать книгу заново, то, думается, я уделил 
бы больше места колебаниям Солнца и нелинейным расчетам. Недавние исследования 
подтвердили выводы о том, что Солнце, по-видимому, действительно подвержено 
разнообразным колебаниям, хотя и с малой амплитудой. Таким образом. Солнце сле¬ 
дует, вероятно, считать переменной звездой (см., например, ряд статей в трудах кон¬ 
ференции «Пульсации классических и катаклизмических звезд», опубликованных в 
1982 г. под ред. Дж. Кокса и К. Хансена). Нелинейные явления, без сомнения, часто 
играют решающую роль в теории звездных колебаний (например,при рассмотрении ре¬ 
зонансов). Поэтому важно знать, как можно рассчитать влияние некоторых из этих не¬ 
линейных эффектов. 

Перевод книги на русский язык является совершенно естественным. Советские уче- 
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ные внесли очень важный вклад в изучение пульсаций. Достаточно упомянуть лишь 
двоих. Если говорить о наблюдениях, то это Б. В.Кукаркин, под редакцией которого 
вышла важная книга «Пульсирующие звезды» [315] (переведенная в 1975 г. на англий¬ 
ский язык) и который был соавтором (вместе с П. П. Паренаго) хорошо известной об¬ 
зорной статьи в Basic Astronomical Data (ed. К. Aa. Strand, Univ. of Chicago Press, 
Chicago, 1963). Вместе со своими сотрудниками Б. В. Кукаркин подготовил в конце 
1960 — 1970-х годах классический «Общий каталог переменных звезд» и дополнения к 
нему, Если говорить о теории, то необходимо отметить С. А. .Жевакина, первым вы¬ 
сказавшего идею о том, что главный источник неустойчивости классических цефеид, а 
возможно, и других типов переменных звезд связан с второй ионизаций гелия. Резуль¬ 
таты его пионерских исследований были опубликованы в начале 1950-х годов в трех 
ставших теперь классическими статьях в «Астрономическом журнале» и переведенных 
впоследствии на английский язык. Эти работы оказали огромное влияние на развитие 
многих аопектов теории пульсирующих звезд. Некоторые из идей Жевакина были так¬ 
же опубликованы в обзорной статье в Annual Review of Astronomy and Astrophysics 
[639] и в первой главе упоминавшейся выше книги «Пульсирующие звезды» [315]. 

В заключение мне хотелось бы искренне поблагодарить А. А. Памятных, взявшего 
на себя трудную и не слишком благодарную задачу перевода книги на русский язык. Он 
внес также ряд предложений, которые Должны улучшить ясность и точность изложе- 
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За прошедшие 30 лет на английском языке не было опубликовано ни одного учебника 
или монографии, посвященной теории звездных пульсаций. Последняя книга на эту те¬ 
му, насколько мне известий, — это классический труд С. Росселанда (Теория пульса¬ 
ций переменных звезд) [465], вышедший в 1949 г. и почти полностью посвященный тео¬ 
рии чисто радиальных колебаний *. Даже со времени появления всеобъемлющей, поис¬ 
тине энциклопедической статьи П. Леду и Т. Вальравена [345] прошло уже более 20 
лет. Эта статья многие годы служила и, несомненно, еще будет служить универсаль¬ 
ным справочным пособием в рассматриваемой области; действительно, она упомина¬ 
ется почти в каждом разделе настоящей книги. Однако со времени публикации удалось 
решить ряд важнейших астрофизических задач, касающихся переменных звезд. Кроме 
того, многие основные представления теории нерадиальных колебаний оставались не¬ 
выясненными вплоть до середины или конца 1960-х годов и все еще продолжают появ¬ 
ляться новые результаты. Некоторые из последних достижений описаны в различных 
обзорных статьях (см. ссылки в гл. 1), однако эти статьи вместе с большей частью 
вспомогательного материала, необходимого для детального понимания теории звезд¬ 
ных пульсаций, разбросаны по обширной физической и астрофизической литературе. В 
настоящей книге я собрал воедино значительную часть таких данных и попытался 
удовлетворить потребность астрофизиков во всестороннем и достаточно подробном 
анализе этих проблем на современном уровне. 

В настоящей книге рассматривается теория как радиальных, так и нерадиальных ко¬ 
лебаний. Однако ее обобщение в рамках общей теории относительности (середина 
1960-х годов и позже) почти не затрагивается. Таким образом, если специально не ого¬ 
ворено, то предлагаемое рассмотрение проводится в рамках ньютоновской нереляти¬ 
вистской физики. 

Книга состоит из трех частей. Часть I включает пять глав и содержит краткие сведе¬ 
ния о важнейших данных наблюдений (гл. 3), краткую сводку основных уравнений гид¬ 
родинамики и потока тепла, представленных в виде, удобном для астрофизических 
приложений (гл. 4), и довольно подробное рассмотрение линейной теории (гл. 5). Я по¬ 
старался как можно лучше объяснить различия между эйлеровыми и лагранжевыми 
вариациями и записать линеаризованные уравнения для наиболее общего случая, когда 
имеется поле скоростей. Большая часть изложения основана на моей работе 1967 г. 
[132]. Я использовал также свои неопубликованные результаты, полученные в 1974 г. 

Часть II, состоящая из восьми глав, посвящена чисто радиальным колебаниям. Здесь 
очень подробно представлена теория линейных адиабатических радиальных колебаний 
(гл. 8), а также рассмотрены теория и расчеты неадиабатических и нелинейных колеба¬ 
ний (гл. 9 — 12). В гл. 13 описаны некоторые простые модели звездных пульсаций 


* Недавно Унно, Осаки, Андо и Сибахаси [593] опубликовали монографию, посвящен¬ 
ную нерадиальным колебаниям звезд. 
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(преимущественно радиальных). Кратко упомянуты также некоторые последние до¬ 
стижения в развитии наших представлений о переменных звездах. 

Часть III, включающая шесть заключительных глав посвящена в основном, теории 
нерадиальных звездных колебаний. Обозначения и терминология, используемые в тео¬ 
рии нерадиальных колебаний, приводятся в гл. 17. Ббльшая часть этой главы написана 
в 1976 — 1977 гг.,и поэтому в ней не отражены более поздние детальные результаты, 
представленные, например, в работах Кристенсена-Далсгаарда [86], Сибахаси [507] и 
Вольфа [626] и в монографии Унно, Осаки, Андо и Сибахаси [593]. Данное обстоятель¬ 
ство, хотя и вызывает сожаление, но оно неизбежно в быстро развивающихся обла¬ 
стях науки, особенно если учесть, что требуется значительное время на публикацию. В 
эту часть книги я включил не только те вопросы, которые могут считаться логически 
связанными с общей темой, но и некоторые из последних результатов, упомянутых 
выше. В частности, гл. 19 как раз посвящена смешанным вопросам. Рассматриваемые 
в этой главе случаи характеризуются прежде всего отказом от одного или нескольких 
обычно принимаемых предположений — предположений, которые считаются спра¬ 
ведливыми в большинстве остальных глав книги. 

По своему уровню книга рассчитана на аспирантов первого года обучения. Предпо¬ 
лагается знание математического анализа, дифференциальных уравнений, векторного 
анализа и матричной алгебры. Из-за ограниченного объема в большинстве случаев не 
удалось привести подробные доказательства и выводы, а поэтому читателю, возмож¬ 
но, придется проделать это самому. 

Хотя данная книга не писалась как учебник (например, в ней нет никаких упражне¬ 
ний), тем не менее она может оказаться полезной и в качестве учебника. Думается, в 
ней более чем достаточно материала, чтобы организовать для аспирантов 
одно — двухсеместровый курс по переменным звездам. Вероятно, книга будет наибо¬ 
лее полезной студентам и научным сотрудникам, работающим в этой и смежных обла- 

Настоящая книга основана в значительной степени на заметках, подготовленных для 
курса лекций по переменным звездам, который автор читал несколько раз за последние 
15 лет аспирантам Колорадского университета. В книгу включены также материалы из 
нескольких обзорных статей автора, посвященных переменным звездам (разумеется, 
эти обзорные статьи частично базируются на том же самом курсе лекций!). 

Мне доставляет большое удовольствие поблагодарить всех, кто прямо или косвенно 
внес свой вклад в эту книгу. Я хотел бы выразить особую признательность Колорад¬ 
скому университету за предоставление мне отпуска в течение весеннего семестра 
1975 г., когда я начал и частично завершил переработку моих конспектов в книгу. Я 
благодарен также проф. В. Ридженеру за предоставленную мне возможность рабо¬ 
тать на факультете физики и астрономии Университета Нью-Мексико в течение части 
этого периода, и проф. Д. Книгу за большую моральную поддержку и многочислен¬ 
ные полезные обсуждения. 

Я особенно благодарен д-ру М. Айзенману за его содействие в издании книги и за 
многочисленные обсуждения и проф. С. Чандрасекару за прочтение некоторых глав и 
полезные замечения, а также за большую общую помощь и советы. Я благодарен 
проф. К. Хансену, прочитавшему и прокомментировавшему многие главы и сделав¬ 
шему ряд полезных предложений, проф. Н. Бейкеру, также прочитавшему и проком¬ 
ментировавшему несколько глав, и проф. М. Смиту, высказавшему полезные замече¬ 
ния и предложения, касающиеся прежде всего гл. 17. Я признателен д-ру С. Г. Дэвис, 
любезно обратившей мое внимание на ряд статей и материалов конференций, которые 
в противном случае не вошли бы в эту книгу. В то же время я заранее приношу извине¬ 
ния тем лицам, работы которых цитировались недостаточно. 

Полезные дискуссии с проф. А. Вайгертом, д-ром М. Айзенманом и проф. П. Смей- 
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ерсом помогли мне более четко понять многие основные идеи. Я особенно благодарен 
проф. Смейерсу за его квалифицированную помощь в некоторых сложных вопросах. Я 
также признателен Д. Шванку, Р. Гроссу и Б. Кэрролу за помощь в кажущейся нескон¬ 
чаемой работе при подготовке книги подобного рода. Я благодарен также А. Уинну и 
М. Кроуч за их любезную помощь в подготовке библиографии. Большую помощь ока¬ 
зал также проф. Р. Мак-Крей в поисках ссылок на работы о вспыхивающих рент¬ 
геновских источниках. 

Мне хотелось бы поблагодарить мою жену, д-ра Дж. Близард-Кокс, за проявленное 
ею терпение, ободрение и моральную поддержку в течение почти четырех лет и принес¬ 
ти извинения за мои многочисленные отъезды, потребовавшиеся для написания этой 
книги. 

На окончательное содержание книги прямо или косвенно повлияли дискуссии с мно¬ 
гими людьми в дополнение к тем, кого я упомянул. Среди них — Т. Адамс, Г. Бер- 
грен, У. Бриттэн, Т. Браун, Р. Бачлер, Дж. Кастор, Й. Кристенсен-Далсгаард, 
Р. Кристи, Л. Клаутмен, Б. Коган, А. Кокс, Е. Ф. Кокс, У. Р. Дейви, Д. Дэвисон, 
Р. Дюпри, Б. Л. Дикерсон, В. Дзембовски, Д. Эйлере, Дж. Фоллер, Д. Фишел, 
У. Фитч, Ф. Флауэр, Р. Гарстанг, М. Гуссенс, Д. Гаф, Г. Хилл, С. Хилл, Н. Хофф¬ 
ман, Д. Хаммер, Ч. Келлер, Дж. Ленджер, Ж. Лятур, П. Леду, Дж. Леш, Д. Линд, 
Дж. М. Мэлвилл, Дж. Мак-Гро, П. Мелвин, В. Михалас, Д. Михалас, Дж. Нельсон, 
Ё. Осаки, А. Фелпс, Р. Росс, X. Сайо, Э. Шмидт, М. Шварцшильд, Р. Скуфлер, 
Н. Саймон, А. Скаманич, У. Спэнгенберг, У. Спаркс, С. Старфилд, Р. Стеллингверф, 
К. Стеркен, Р. Стоуби, П. Страй, Ю. Тумре, X. ван Хорн, Дж. Валлерстейн, Б. Уор¬ 
нер, Дж. К. Уилер, Ч. Уитни, Д. Уингет, Ч. Вольфф, К. Зафиратос и К. Зибарт. 

Я особенно благодарен многим студентам, число которых слишком велико, чтобы 
перечислить их фамилии, за то, что они терпеливо слушали мои лекции, и за их вопро¬ 
сы, приведшие к более ясному пониманию мною некоторых деталей. Это в свою оче¬ 
редь, вероятно, способствовало более четкому изложению ряда вопросов в данной кни- 

Я искренне благодарен многочисленным авторам, присылавшим мне препринты 
своих работ в течение нескольких последних лет. 

За квалифицированную подготовку рукописи и за помощь в других редакционных де¬ 
лах я очень признателен Л. Вольски, Л. Хаас и Г. Роми. 

За любезное разрешение воспроизводить опубликованные материалы я благодарен 
Американскому институту физики, Астрономическому обществу Японии, редакциям 
журналов Astronomy and Astrophysics, Astrophysical Journal, Annual Reviews, Inc. Мне 
хотелось бы поблагодарить также издательство Принстонского университета и его со¬ 
трудников за большое терпение и снисходительность. При этом я особенно благодарен 
г-ну Э. Тенеру. 

Большая финансовая поддержка в течение времени, потребовавшегося для написа¬ 
ния книги, была оказана по субсидиям Национального научного фонда MPS 72-05309, 
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ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 


ГЛАВА 1 
ВВЕДЕНИЕ 

Пульсирующие звезды — это объекты, в которых происходят крупномас¬ 
штабные динамические движения, обычно охватывающие всю звезду и, как 
правило, более или менее ритмичные. Простейшим типом таких движений 
являются чисто радиальные пульсации, при которых звезда сохраняет сфери¬ 
ческую форму, но изменяет свой объем — как бы «дышит». 

Изучение пульсирующих звезд составляет относительно небольшую, но 
очень важную область современной астрофизики. Идея, что колебания блеска 
некоторых типов переменных звезд обусловлены периодическим или цикли¬ 
ческим расширением и сжатием, впервые была высказана в 1914 г. Шепли 
[505], а ее строгие математические основы были заложены в 1918 г. Эддинг¬ 
тоном [195, 196]. С тех пор «гипотеза пульсаций» получила широкое распро¬ 
странение. Исследование пульсирующих звезд, как теоретическое, так и с по¬ 
мощью наблюдений, дало мощное средство для изучения внутреннего строе¬ 
ния звезд и для развития других областей современной астрофизики. (Крат¬ 
кое описание ранних этапов развития теории пульсаций дано в книгах Россе- 
ланда [465, гл. 1] и Эддингтона [197, ch. 8] и в статье Леду и Вальравена [345].) 
Одним из наиболее эффектных и фундаментальных результатов, полученных 
из наблюдений лучше всего известного типа пульсирующих 
звезд — классических цефеид, — является известное соотношение 
период — светимость (разд. 3.1). Это соотношение служит основным «эта¬ 
лоном» для измерения огромных астрономических расстояний — порядка 
среднего расстояния между галактиками, — и оно сыграло решающую роль 
в установлении фундаментальной шкалы расстояний во Вселенной. Кроме 
того, попытки понять причины и природу звездных пульсаций бросили свое¬ 
го рода вызов теоретикам и привели к некоторым захватывающим и в из¬ 
вестном смысле уникальным применениям физической теории. Важность и 
значение исследования пульсирующих звезд будут также рассмотрены в разд. 
19.7. 

Пульсирующие звезды представляют собой лишь подкласс более широко¬ 
го класса физических переменных звезд. Это такие звезды, причина перемен¬ 
ности которых заключена в них самих, а не обусловлена геометрическими эф¬ 
фектами, как для затемненных двойных, или некоторыми внешними причина¬ 
ми, например взаимодействием с межзвездной средой или околозвездным ве¬ 
ществом. Весь класс физических переменных включает в себя много различ¬ 
ных типов объектов, причем некоторые из них, такие, как квазизвездные объ- 
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екты, не являются звездами в обычном смысле слова. (Обзоры работ о кваза¬ 
рах даны, например, в [58,437]*, полупопулярное описание см. в [530].) Физи¬ 
ческие переменные обычно подразделяют на две обширные группы: пульси¬ 
рующие переменные и эруптивные переменные. Предлагаемая монография 
имеет дело в основном с первой группой: краткий обзор входящих в нее типов 
звезд будет дан в гл. 3. Типичными представителями эруптивных перемен¬ 
ных являются новые и сверхновые, которые в данной книге подробно рас¬ 
сматриваться не будут. Обзоры, посвященные некоторым типам эруптивных 
переменных, можно найти, однако, в [402, 510] (сверхновые); [426] (новые); 
[319, 345, 425] (весь класс физических переменных, включая повторные новые 
и новоподобные звезды); [388] (карликовые новые); [455, 614] (катаклизмиче- 
ские переменные в целом); [264] (звезды типа Т Тельца). См. также материа¬ 
лы коллоквиума № 42 MAC [306]. Если специально не оговорено, то в данной 
книге под термином «переменная звезда» мы всегда будем подразумевать 
«физическая переменная звезда». 

Наиболее общее определение переменной звезды - это звезда, физические 
свойства которой с течением времени изменяются. Однако обычно принима¬ 
ется более ограниченное определение: переменными обычно называют такие 
звезды, свойства которых заметно изменяются за время, скажем, от несколь¬ 
ких секунд или долей секунды до нескольких лет или десятилетий, и поэтому 
подобные изменения довольно легко обнаруживаются в наблюдениях. 

Самая очевидная и легче всего обнаружимая особенность переменной 
звезды - колебания ее видимого блеска: и действительно, большинство таких 
звезд открыто по изменениям их блеска. При этом обычно меняются и дру¬ 
гие наблюдаемые параметры, такие, как лучевая скорость и спектральный 
класс или цвет. У пульсаров наблюдается переменное радиоизлучение с пери¬ 
одом от нескольких долей секунды до нескольких секунд, по которому их 
обычно обнаруживают [233, 267, 471, 472, 529, 569]. Однако у пульсара 
NP 0532 в Крабовидной туманности были открыты одновременные измене¬ 
ния видимого блеска [102]. У некоторых рентгеновских «пульсаров» также 
найдены изменения блеска, происходящие одновременно с рентгеновскими 
всплесками [158, 221, 276, 322]. С другой стороны, в некоторых случаях, как, 
например, у спектральных или магнитных переменных или у звезд спектраль¬ 
ного класса В с п еременными профилями линий (звезды типа 53 Персея) [531— 
534, 537], блескможет оставаться почти постоянным, а на переменность звез¬ 
ды могут указывать изменения некоторых других характеристик, например 
деталей в спектре или напряженности магнитного поля (см., например, [183, 
342, 486]). Благодаря 11-летнему циклу Солнце, строго говоря, также являет¬ 
ся переменной звездой (даже если не упоминать мелкомасштабных колеба¬ 
ний, зарегистрированных Хиллом с сотрудниками* [54, 268, 272]; см. также 
многочисленные статьи в [270] и различные ссылки в [247], а в связи с общей 


*См. также Schmidt М. Ann. Rev. Astron. Astrophys., 7, 527, 1969. 

•Сообщалось также об открытии колебаний Солнца с периодом 160 мин 
( Severny А. В., Kotov V. A., Tsap Т. Т. Nature, 259, 87,1976, Brookes J. R., Isaak G. R., 
van der Raay H. R. Nature, 259,92, 1976.) — Прим. ped. 
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проблемой возможной переменности Солнца еще и книги [201, 621]). Кроме 
того, вспыхивающие рентгеновские источники также показывают изменения 
с характерным временем порядка минут (см., например, [248,348—350]), а для 
источников гамма-всплесков характерна переменность с временами порядка 
0,1 - 100 с (см., например, [101, 216, 307, 562]). (Рентгеновским источникам в 
целом посвящен обзор Острайкера [412].) 

Изменения, свойственные пульсирующим переменным, могут быть пери¬ 
одическими (или циклическими), полуправильными или неправильными. Со¬ 
ответствующие характерные времена заключены в диапазоне от нескольких 
десятков секунд до нескольких лет. Возможно, конечно, что существуют из¬ 
менения с характерными временами и вне указанного диапазона, но проблема 
их обнаружения довольно сложна. 

Периодические или циклические переменные были открыты относительно 
поздно в истории астрономии. Вероятно, первой достоверной регистрацией 
такой переменной звезды было открытие Фабрициусом в 1596 г. (см. [345]) 
Миры Кита (о Cet)- долгопериодической переменной (гл. 3). Были зарегист¬ 
рированы также несколько сверхновых: сверхновая 1054 г. в Крабовидной ту¬ 
манности, сверхновая Тихо 1572 г. и сверхновая Кеплера 1604 г., но все они 
относятся к классу эруптивных переменных. К концу XVIII в. были открыты 
лишь 16 переменных звезд, две из которых впоследствии оказались затмен- 
ными двойными, а пять были новыми [61]. Две звезды из оставшихся 
девяти- классические цефеиды: 5 Цефея, типичный представитель всей этой 
группы (гл. 3), открытая Джоном Гудрайком в 1784 г., и ц Орла, открытая в 
том же году Эдвардом Пиготтом [61]. В настоящее время в нашей Галактике 
известно около 25 000 физических переменных звезд, свыше 20 000 из которых 
собраны в каталоге Кукаркина и др. [316]. Более 90% из них-пульсирующие 
переменные. Полное число таких переменных во всей Галактике составляет, 
по оценкам Кукаркина и Паренаго [319], около 2 ■ ІО 6 звезд. Но поскольку 
общее число звезд в Галактике около 10 й — ІО 12 , то это означает, что лишь 
одна из 10 5 — 10® звезд является пульсирующей. Поэтому в целом звездные 
пульсации оказываются весьма редким явлением. Тем не менее они имеют 
очень большое значение в астрофизике, как будет показано в последующих 
главах данной книги. Открытие переменных белых карликов, или «звезд типа 
ZZ Кита», [363, 392,456—458], может несколько изменить указанные оценки. 

В гл. 2 мы введем, главным образом для общего представления, некото¬ 
рые характерные времена для звезд. В гл. 3 мы дадим краткий обзор эмпири¬ 
ческих данных о пульсирующих переменных. Поскольку наблюдениям пере¬ 
менных звезд посвящено очень много работ и ряд хороших обзоров (ссылки 
на которые мы укажем), мы приведем лишь наиболее важные данные. 

В гл. 4 мы кратко изложим некоторые основные теоретические результа¬ 
ты, которые часто будут использоваться в дальнейшем. Если специально не 
оговорено, то в этой главе, как всюду в этой книге, мы будем вести рассмот¬ 
рение в рамках классической механики и ньютоновской теории тяготения. 
Пренебрежение эффектами специальной теории относительности при рас¬ 
смотрении пульсирующих звезд в большинстве случаев вполне оправданно, 
поскольку характерные скорости обычно малы в сравнении со скоростью све- 
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та. Пренебрежение эффектами общей теории относительности также оправ¬ 
данно для большинства пульсирующих звезд, поскольку гравитационные по¬ 
ля обычно очень слабые; иными словами, средние радиусы большинства ти¬ 
пов пульсирующих звезд много больше их радиусов Шварцшильда 
R s = 2GM/C 2 , где G - гравитационная постоянная, М- масса звезды, а 
с — скорость света. Примерами звездных объектов, в которых указанные 
приближения не выполняются, являются плотные белые карлики (см., напри¬ 
мер, [375]), нейтронные звезды, «сверхмассивные звезды», если они сущест¬ 
вуют (см., например, [613]), и сколлапсировавшие объекты, или «черные ды¬ 
ры» (см., например, [193; 434; 473; 573; 635, гл. 11]). В настоящей книге эти ис¬ 
следования в релятивистской теории пульсирующих звезд подробно рассмат¬ 
риваться не будут (см., однако, разд. 19.5 и обзор [133]). 

В гл. 5 рассматривается линейная теория звездных колебаний. Она сыгра¬ 
ла первостепенную роль в развитии наших современных представлений о 
пульсирующих звездах. До недавнего времени эта теория служила основой 
почти всех теоретических исследований пульсирующих звезд, даже несмотря 
на тот хорошо известный факт, что пульсации реальных звезд имеют обычно 
достаточно большие амплитуды, чтобы определенную роль играли нелиней¬ 
ные эффекты. Тем не менее линейная теория оказывается чрезвычайно полез¬ 
ной отчасти потому, что ее относительная математическая простота облег¬ 
чает понимание физических основ некоторых сложных явлений. Эта теория 
полезна еще и в том случае, если считать, что по крайней мере некоторые ви¬ 
ды реальных звездных пульсаций возникли потому, что звезда когда-то была 
неустойчивой относительно бесконечно малых колебаний. То обстоятель¬ 
ство, что большинство общепризнанных типов пульсирующих звезд занима¬ 
ют более или менее четко ограниченные области диаграммы Герцшпрунга- 
Рессела (рис. 3.1), наводит на мысль о существовании некоторой связи меж¬ 
ду линейной неустойчивостью, зависящей (предположительно) от «статиче¬ 
ских» характеристик звезды, и реальными звездными колебаниями. 

Часть II будет полностью посвящена чисто радиальным движениям, кото¬ 
рым в настоящей книге уделяется значительное место. Существуют две глав¬ 
ные причины такого выделения радиальных движений. Во-первых, это про¬ 
стейший вид движений в сферических звездах, он относительно легко подда¬ 
ется математической обработке, и многие из его аспектов можно понять фи¬ 
зически. Во-вторых, большинство реальных пульсирующих звезд соверша¬ 
ют, по-видимому, преимущественно именно такие простые колебания. 

Часть III посвящена в основном теории нерадиальных колебаний звезд. 

В гл. 19 мы кратко рассмотрим или по крайней мере упомянем, дав соот¬ 
ветствующие библиографические ссылки, некоторые усложняющие факторы 
в теории звездных пульсаций (радиальных и нерадиальных), такие, как вра¬ 
щение, вязкость, магнитные поля, эффекты нарушения теплового равновесия 
и эффекты общей теории относительности. Будет упомянут также ряд смеж¬ 
ных проблем, таких, как вековая устойчивость звезд, и будет сделано не¬ 
сколько замечаний о значении теории звездных колебаний для развития дру¬ 
гих областей астрофизики. 

Обзоры, посвященные пульсирующим звездам и теории пульсаций, пред- 
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ставлены в работах Пейн-Гапошкиной [424, 425], Леду и Вальравена [345], 
Леду и Уитни [346], Леду [336—339], Жевакина [639], Кристи [92,94—98], Дж. 
Кокса [132, 133, 135, 136, 139], А. І^окса и Дж. Кокса [118], Кинга и Кокса 
[299], Кокса и Джули [146, Ch. 27], Ибена [280], Хофмейстера [277], Перси 
[435], Глэсби [234] и в книге под редакцией Кухаркина [315]. Более'ранние об¬ 
зоры даны в книгах Эддингтона [197, Ch. 8] и Росселанда [465]. Полезные 
сборники статей о пульсирующих звездах-труды Третьего коллоквиума 
MAC по переменным звездам (Бамберг, ФРГ, 1965) The Position of Variable 
Stars on the H-R Diagram (Положение переменных звезд на диаграмме 
Герцшпрунга- Рессела), труды Пятого коллоквиума MAC по переменным 
звездам (Бамберг, ФРГ, 1971) New Directions and New Frontiers in Variable Star 
Research (Новые направления и новые рубежи в исследовании переменных 
звезд), а также труды других многочисленных конференций [121, 167, 168, 
214, 215, 218, 270, 306, 340, 443, 561]. Недавно Унно, Осаки, Андо и Сибахаси 
опубликовали монографию [593] о нерадиальных колебаниях звезд. 

Очень большую пользу принесли автору некоторые работы, посвященные 
волновым явлениям вообще. Возможно, они будут полезны и читателям. 
Это книги Морзе [386], Гринспэна [249], Толстого [581], Лайтхилла [351] и 
Мейна [358]. 
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НЕКОТОРЫЕ ВАЖНЫЕ ХАРАКТЕРНЫЕ ВРЕМЕНА 
В этой главе мы рассмотрим некоторые важные характерные времена для 
звезд и дадим грубые оценки порядков величин. Для пульсирующих звезд 
особый интерес представляют характерные времена в пределах от несколь¬ 
ких секунд до нескольких лет. 

2.1. Период пульсаций 

Первым и наиболее важным среди характерных времен для пульсирующих 
звезд является период пульсаций П в основной моде чисто радиальных коле¬ 
баний. Хотя в последующих главах будут рассмотрены точные методы вы¬ 
числения П, полезно сначала уделить внимание некоторым простым прибли¬ 
женным способам оценки этой величины, дающим почти такие же результа¬ 
ты, как и более сложные методы. По порядку величины это значение П при¬ 
годно и для низших акустических и гравитационных мод нерадиальных коле¬ 
баний более или менее реалистичных звездных моделей (гл. 17). 

Вероятно, самый общий из этих простых методов описан в [132]; он осно¬ 
ван на том, что звездные пульсации (по крайней мере для низших мод) можно 
приближенно считать некоторым видом «длинноволновых» акустических ко¬ 
лебаний (когда длина «звуковой волны» порядка или даже больше размеров 
системы), как это показано в [345, Sect. 60], см. также разд. 8.9 настоящей 
книги. Тогда период пульсаций должен быть порядка времени, необходимого 
звуковой волне для распространения вдоль среднего или равновесного диа¬ 
метра звезды. Общее выражение для лапласовой (адиабатической) скорости 
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звука (разд. 5.5), усредненной некоторым подходящим образом по всей звез¬ 
де в ее равновесном состоянии, можно получить из теоремы вириала (см., на¬ 
пример, [146, Ch. 17]). Это выражение практически не зависит от свойств 
звездного вещества. 

Грубый, но примерно эквивалентный метод вывода выражения для сред¬ 
ней скорости звука состоит в следующем. Используется уравнение гидроста¬ 
тического равновесия (см., например, гл. 4), и все величины в нем рассматри¬ 
ваются как средние или характерные значения для всей звезды. Подставляя 
эти значения в выражение (5.38) для скорости звука, мы и получим желаемый 
результат. 

Данный подход показывает очень приближенно, что Ир' л = const. А 
это — известное соотношение период — средняя плотность, которое пред¬ 
ставляется справедливым для большинства типов пульсирующих звезд (см., 
например, гл. 3). Согласно этому соотношению, чем больше размеры звез¬ 
ды, тем больше период пульсаций. 

Из приведенных рассуждений следует также, что постоянная в этом соот¬ 
ношении содержит множитель Tf ѵ \ где Г, - один из адиабатических показа¬ 
телей (гл. 4), принимаемый в данном случае постоянным. При более тща¬ 
тельном выводе обнаруживается, что следует взять множитель (ЗГ Х — 4) -й , 
который обусловлен сферической симметрией задачи и изменениями ускоре¬ 
ния силы тяжести, что не полностью учитывалось в приближенном рассмот¬ 
рении. Тогда значение П будет гораздо больше, чем дает прежнее выражение, 
если величина Tj близка к 4/3; это имеет место в релятивистских белых кар¬ 
ликах, или нейтронных звездах, или в очень массивных звездах, где давление 
излучения оказывается больше газового. При Г j = 4/3 П = », а при Г] <4/3 
звезда динамически неустойчива. 

Еще одно простое приближение для периода пульсаций звезды, в которое, 
кроме того, входит правильный множитель (ЗГ, —4)~ й , получают следую¬ 
щим образом. Предположим, что вся масса М звезды сконцентрирована в 
центре и что ее поверхность, находящаяся на среднем расстоянии R от цент¬ 
ра, представляет собой тонкую сферическую оболочку массы т, малой по 
сравнению с А/, причем оболочка нисколько не препятствует изменениям сво¬ 
его радиуса, за исключением инерции (т.е. является идеально сжимаемой не¬ 
вязкой, и в ней отсутствует поверхностное натяжение). Весь объем внутри 
этой сферы заполнен однородным газом, не имеющим массы, единственная 
функция которого состоит в том, что он создает давление, препятствующее 
сжатию оболочки под действием сил тяготения, причем система находится в 
вакууме (давление Р = 0). Если /--мгновенный радиус такой оболочки, то 
уравнение ее движения имеет вид: 

тг = 4т r*P - GMm/r 2 , (2.1) 

где точки обозначают производную по времени, Р- давление газа внутри 
сферы (постоянное по всему объему), a G - гравитационная постоянная. 
Предположим теперь, что имеют место адиабатические колебания относи¬ 
тельно равновесного состояния (характеризуемого соотношением г = 0); т.е. 
примем, что ЪР/Р = Т х Ьр/р, где, например, SP- это отклонение давления от 
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равновесного значения. Линеаризуя уравнение (2.1) (подробное рассмотрение 
линеаризации см. в гл. 5) и предполагая зависимость от времени в виде е 1а ', 
легко показать, что угловая частота пульсаций а дается соотношением 

а 2 = (ЗГ, - 4)GM/R 3 = (ЗГ, - 4) ■ VirGp, (2.2) 

причем последнее равенство служит определением средней плотности р. От¬ 
сюда получаем следующее выражение для периода пульсаций П = 2 т/о: 

П = 2т/[(ЗГ, - 4)- «/sxGp]* (2.3) 

Любопытно, что величина П из (2.3) совпадает с точным значением периода 
основной моды чисто радиальных пульсаций однородной модели (т.е. моде¬ 
ли ^постоянной по всему объему плотностью) с заданными значениями 
Г, и р. 

Тщательно прослеживая вывод уравнения (2.2), легко понять происхожде¬ 
ние «магического» критического числа 4/3 (см. выше замечание относительно 
динамической неустойчивости). Запишем это число как (2 + 2)/3. Одна из 
двоек обусловлена тем, что ньютоновская сила тяготения обратно пропорци¬ 
ональна квадрату расстояния (если не оговорено специально, то мы в данной 
книге рассматриваем только такую зависимость); другая — тем, что суммар¬ 
ная сила давления, действующая на сферу радиуса г, пропорциональна г 2 . А 
тройка связана с трехмерностью физического пространства: объем сферы ра¬ 
диуса г пропорционален г 3 . 

Соотношение период — средняя плотность обычно записывают в виде 
П (д/р ѳ )* = Q, (2.4) 

где Q ж (Gp 0 ) _ Vl — «пульсационная постоянная» (р^ = 1,41 г/см 3 - 
средняя плотность Солнца). В действительности величина Q не является по¬ 
стоянной, ее значение зависит, хотя обычно лишь слабо, от величины Tj и от 
внутреннего строения звезды. Точные расчеты показывают, что для основ¬ 
ной радиальной моды при Г, = 5/3 

0,03 < Q s£ 0,12 сут, (2.5) 

причем типичным является значение Q = 0,04 сут. В работах [151, 207] при¬ 
ведены интерполяционные формулы, дающие Q как функцию звездных пара¬ 
метров (прежде всего массы и равновесного радиуса). Величина Q равна пе¬ 
риоду пульсаций Солнца: если бы оно пульсировало в основной моде ради¬ 
альных колебаний, то период составлял бы около часа. Наблюдения большо¬ 
го числа переменных звезд (сами по себе достаточно неуверенные!) дают зна¬ 
чение Q в пределах 

0,02 S Q S 0,11 сут (2.6) 

в разумном согласии с теорией. 

На основе соотношения период—средняя плотность (2.4) можно оценить 
ожидаемые периоды пульсаций известных типов звезд. Рассматривая звезды 
со средними плотностями от значений для умеренно плотных белых карли¬ 
ков, р - ІО 6 г/см 3 , до значений для разреженных красных сверхгигантов, 
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р ~ ІО -9 г/см 3 , получаем, что периоды приближенно заключены в пределах 
Зс £ П s 1000 сут, (2.7) 

и эти пределы хорошо соответсвуют диапазону наблюдаемых периодов 
большинства типов периодических, или циклических, физических переменных 
звезд (гл. 3). Такое согласие служит хорошим общим подтверждением теории 
пульсаций переменных звезд. Существуют и более сильные конкретные дово¬ 
ды в пользу этой теории, но они, однако, выходят за рамки настоящей книги 
(см., например, [197, Ch. 8]). Можно отметить, что если в указанную выборку 
включить и нейтронные звезды (которые мы, вероятно, наблюдаем как пуль¬ 
сары) со средними плотностями р~ 10 15 г/см 3 , то нижний предел диапазона 
периодов составит несколько миллисекунд. Хотя пока нет никакого прямого 
свидетельства, что нейтронные звезды пульсируют, некоторые тонкие дета¬ 
ли, наблюдаемые в переменном радиоизлучении пульсаров и имеющие харак¬ 
терное время порядка нескольких миллисекунд (см., например, [568]), вполне 
могут быть следствием пульсаций. 


2.2. Время свободного падения 


Время свободного падения, или динамическое время / гг ,-это характерное вре¬ 
мя, связанное с динамическим коллапсом объекта или с орбитальным движе¬ 
нием спутника на очень близком расстоянии от поверхности звезды; величина 
t ( у—это также характерное время, за которое значительные отклонения от 
гидростатического равновесия приводят к заметному изменению состояния 


звезды. 

Простую оценку f ff по порядку величины можно получить, вычисляя вре¬ 
мя, необходимое свободно падающему телу единичной массы для прохожде¬ 
ния расстояния порядка R (радиуса звезды) под действием постоянного уско¬ 
рения силы тяжести, равного ускорению силы тяжести на поверхности звез- 
ды, GM/R 2 : ,„-«*>-« (2.8) 


(другие приближенные способы оценки t f{ приведены, например, в [146, Ch. 
1]). Выражение (2.8) показывает, что, за исключением численных множите¬ 
лей, которые обычно порядка единицы, величина t {{ сравнима с периодом 
пульсаций П. Этот хорошо известный результат является следствием того, 
что характерные скорости, связанные с низшими модами преимущественно 
радиальных пульсаций (т.е. скорость звука) и с динамическими процессами 
(например, скорости свободного падения или орбитального движения) или с 
низшими модами нерадиальных гравитационных колебаний, - все они опре¬ 
деляются в основном гравитационной энергией звезды (через теорему вириа- 
ла). 


2.3. Кельвиновское время 

Кельвиновское время t K - это, по существу, «время релаксации» звезды, вы¬ 
веденной из состояния теплового равновесия, т.е. из состояния баланса меж- 
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ду выделением энергии в термоядерных реакциях в звездных недрах и ее поте¬ 
рями через поверхность звезды посредством излучения в виде фотонов и 
нейтрино. Порядок величины t K можно оценить следующим образом. Пусть 
Я* - полная внутренняя (тепловая) энергия звезды, a L — ее светимость (сум¬ 
марная скорость потерь энергии через поверхность). Тогда с точностью до 
порядка величины имеем 

t K ~ EJL. (2.9) 

Однако величину E th с помощью теоремы вириала можно связать с гравита¬ 

ционной энергией звезды 0. Для самогравитирующей системы, в которой нет 
никаких движений вещества (например, турбулентности, вращения, пульса¬ 
ций), никаких магнитных полей и которая находится в гидростатическом рав¬ 
новесии, причем давление на ее поверхности обращается в нуль* теорему ви¬ 
риала можно записать в следующем общем виде: 

3\PdV=-Sl, (2.10) 

ѵ 

где Р- полное давление, а интегрирование проводится по всему объему V 
звезды. Величина 0-это гравитационная потенциальная энергия сферичес¬ 
кой звезды, определяемая как 

• 0 - - j ( Gm/r)dm • -qGM 2 /R. (2.11) 

м 

Здесь q - безразмерная постоянная, значение которой зависит от концетра- 
ции вещества к центру, для химически однородных звезд q — 1; интегрирова¬ 
ние проводится по полной звездной массе М. Если предполжить, что давле¬ 
ние создается идеальным нерелятивистским газом, то имеем £ th = Уг j PdV, 

v 

откуда вытекает простая форма теоремы вириала £ th = - 0/2. Подставляя 
этот результат в соотношение (2.9), учитывая выражение (2.11) для О и при¬ 
нимая q * 3/2, получаем 

t K ~ VaGM 2 /(LR) ~ 2■ \0 1 M 2 /(LR) лет, (2.12) 

где величины L, R и М взяты в солнечных единицах. Кельвиновское время t K - 
это такое же время, которое потребовалось бы звезде, чтобы сжаться от бе¬ 
сконечных размеров до ее современного радиуса, если бы в течение всего сжа¬ 
тия светимость L оставалась постоянной. 

Кельвиновское время обычно не связано непосредственно с периодом 
пульсирующих звезд, однако, как мы увидим в гл. 9, оно имеет отношение к 
характерным временам нарастания или затухания пульсаций. 

Полезной безразмерной величиной является отношение времени свободно¬ 
го падения (порядка периода пульсаций) к кельвиновскому времени: 

t n /t K ~ n/t K ~ LR Vl /(G /l M s/l ) ~ 10 - n LR Yl /M y ‘ , (2.13) 

где L, М и R - в солнечных единицах. Отсюда следует, что для звезд, не сли¬ 
шком отличающихся от Солнца, период пульсаций на много порядков вели¬ 
чины меньше кельвиновского времени. 
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2.4. Ядерное время 

Ядерное характерное время f nuc представляет лишь косвенный интерес для 
теории пульсирующих звезд, но его все же полезно знать для общего пред¬ 
ставления. В широком смысле это время, необходимое для заметного изме¬ 
нения свойств звезды в результате термоядерной эволюции (т.е. в результате 
изменения химического состава под действием ядерных превращений). Для 
звезды, в которой происходит горение водорода, ядерное время можно опре¬ 
делить исходя из того, что при превращении одного грамма водорода в гелий 
освобождается энергия = 0,007 с 2 = 6 - 10 18 эрг (с - скорость света). Предпо¬ 
лагая, что синтез гелия может произойти в - 10% массы звезды, получаем 

'nuc ~ 10 10 M/L лет, (2.14) 

где М и L выражены в солнечных единицах. Легко видеть, что обычно » 

'nuc ~ Ю V 

ГЛАВА 3 

НЕКОТОРЫЕ ДАННЫЕ НАБЛЮДЕНИЙ 
В этой главе мы кратко рассмотрим ряд вопросов, связанных с перемен¬ 
ными звездами и представляющих интерес преимущественно с точки зрения 
наблюдений. Дополнительные сведения о наблюдаемых характеристиках 
разнообразных типов переменных звезд всесторонне и детально рассматри¬ 
ваются, например, в работах [277, 315, 319, 345, 424,425, 428, 433, 561] и в не¬ 
которых других исследованиях, упомянутых в гл. 1. См. также краткий обзор 
в [133]. Вследствие огромного числа работ на эту тему и большого числа но¬ 
вых открытий мы здесь не претендуем на полноту представления новейших ре¬ 
зультатов. Интересующемуся читателю советуем просмотреть текущую ас¬ 
трономическую и астрофизическую литературу. К пульсирующим перемен¬ 
ным мы не относим спектральные к магнитные переменные (см., например, 
[342]), вспыхивающие звезды типа UV Кита (см., например, [353]), звезды 
типа Т Тельца (см., например, [264, 265]), посколку неясно, имеют ли их ха¬ 
рактеристики непосредственное отношение к пульсациям. Мы не рассматрива¬ 
ем и квазизвездные объекты (по причинам, указанным выше; гл. 1), а также 
пульсары, поскольку их основные наблюдаемые свойства обусловлены, по 
общему мнению, вращением, а не пульсациями (см., например, [60, 63, 267, 
471]). Не рассматриваем мы и недавно обнаруженные колебания некоторых 
катаклизмических переменных (см., например, [423, 455, 551, 614, 615, 617]), 
гак как природа и причина этих колебаний не известны. Часть материала нас¬ 
тоящей главы является извлечением из обзора [133]. 

В табл. 3.1 суммированы некоторые свойства наиболее известных типов 
пульсирующих переменных. На рис. 3.1 показано положение некоторых из 
этих звезд, а также ряда других на диаграмме Герцшпрунга — Рессела *. 


* Необходимые сведения об астрономической терминологии, а также другую ин¬ 
формацию можно найти в любом общем курсе астрофизики, например в [16, 261,462, 
528, 564, 595]. 




НЕКОТОРЫЕ ДАННЫЕ НАБЛЮДЕНИЙ 


25 



27000 10400 7200 6000 5120 3750 К 

рис. 3.1. Положение физических переменных звезд различных типов на диаграмме 
Герцшпрунга — Рессела [133, Fig. 1]. (С разрешения Института физики.) 

Классические цефеиды и звезды типа W Девы иногда объединяют общим 
названием «цефеиды», рассматривая обе группы как аналоги, относящиеся к 
разным звездным населениям. Красные полуправильные переменные и дол¬ 
гопериодические переменные иногда объединяют общим названием «красные 
переменные». 

Группу звезд в верхней части табл. 3.1 (переменные типа RR Лиры, цефеи¬ 
ды, звезды типа RV Тельца и красные переменные) иногда называют «боль¬ 
шой последовательностью переменных звезд». Отметим, что при переходе в 
этой части таблицы от одних звезд к другим периоды постепенно увеличива¬ 
ются, а спектральные классы становятся все более поздними (звезды стано¬ 
вятся холоднее). 

Легко показать, что как раз такую общую корреляцию между периодом и 
спектральным классом (или цветом) и следует ожидать в случае радиальных 
пульсаций. Мы можем полагать, что звезды больших размеров имеют и от¬ 
носительно большие периоды (поскольку время прохождения звуковой волны 
вдоль диаметра такой звезды велико); а при заданной светимости такие звез¬ 
ды относительно холодны. Поэтому, чем больше периоды, тем ниже темпе¬ 
ратуры пульсирующих звезд. 
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Особенность почти вертикальной овальной области, обведенной на 
рис. 3.1 штриховой линией, состоит в том, что неустойчивость большинства 
лежащих в этой области звезд (переменные типа RR Лиры, классические це¬ 
феиды, переменные типа W Девы, карликовые цефеиды и переменные типа д 
Щита) обусловлена, как считают, действием общего физического механизма 
(вторая ионизация гелия в звездной оболочке), который будет довольно под¬ 
таблица з.і 


Пульсирующие переменные 

(По данным табл. 1 из обзора [133], с любезного согласия Института физики.) 


звезд 

Диапазон 

периодов 

Характерный 

период 

Населе 

- Диапазон 
спектральных 

Му 

RR Лиры 

1,5 — 24ч 

0,5 сут 

II 

А2 — F2 

От 0,0 до 1,0™ 

Классические 

цефеиды 

1 — 50 сут 

5 — 10 сут 

I 

F6 — К2 

От -0,5 до -6™ 

W Девы 

2 — 45 сут 

12 - 20 сут 

II 

F2 — G6 (?) 

ОтОдо -3™ 

RV Тельца 

20 — 150 сут 

75 сут 

II 

G, К 

- -3™ 

Красные полу¬ 
правильные 
переменные 

100—200 сут 

100 сут 

Іи II 

(К), М, R, N, S 

От -1 до -3™ 

Долгопериоди¬ 
ческие пере¬ 
менные 

100 -700 сут 

270 сут 

Іи II 

М_, R„, N„ S. 

От +1 до —2™ 

Типа 0 Цефея 
( 0 Большо¬ 
го Пса) 

4 — 6 ч 

5ч 

I 

В1 — В2 

От -3,5 до -4,5™ 

Карликовые 
цефеиды и 
переменные 

типа 

6 Щита 

1 —Зч 

2ч 

I 

A2-F5 

От +2 до +3™ 

Цефеиды с 
биениями 
(двуперио¬ 
дические 
цефеиды) 


2 сут 

к?) 

F0 — G0 (?) 

От -Ідо -3™(?) 

Переменные 
белые кар¬ 
лики (звез¬ 
ды типа 

ZZ Кита) 

200 — 1000 с 

500 с (?) 

К?) 

А5 — F5 (?) 

От +10 до +15™(?) 
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робно рассмотрен в гл. 10. Эту овальную область иногда называют полосой 
неустойчивости или областью неустойчивости. Высказано предположение 
[253, 392, 604], что данная область неустойчивости может простираться даже 
до переменных белых карликов (или звезд типа ZZ Кита; см. ниже). Однако 
см. [147]. 

В работах [52, 366, 441] представлен современный обзор свойств некото¬ 
рых типов короткопериодических переменных. 

Если рассмотреть распределение пульсирующих переменных в Галактике 
по периодам и учесть эффекты селекции, то при значениях периодов, харак¬ 
терных для различных типов звезд, собранных в табл. 3.1, обнаруживаются 
более или менее выраженные пики (см., например, [425,р. 17]). Это свиде¬ 
тельствует о том, что классификация пульсирующих звезд на отдельные ти¬ 
пы имеет некоторую реальную основу. 

Наиболее многочисленным видом пульсирующих переменных, если срав¬ 
нивать число звезд в единице объема пространства (пространственную плот¬ 
ность), оказываются, по крайней мере в окрестностях Солнца, недавно от¬ 
крытые переменные белые карлики («звезды типа ZZ Кита», [363, 392]). Их 
число, по-видимому, значительно превышает число переменных звезд всех 
других типов (быть может, даже более чем в сто раз). 

3.1. Классические цефеиды 
и соотношение период — светимость 

Благодаря важности классических цефеид и их роли в установлении фунда¬ 
ментальной шкалы расстояний во Вселенной (с помощью известного соотно¬ 
шения период-светимость) мы посвящаем этому типу переменных отдель¬ 
ный раздел. 

Типичным объектом этой группы является звезда 5 Цефея с периодом 
5,366 сут [316-318]. Еще одна классическая цефеида- Полярная звезда, хотя 
колебания ее блеска малы (< 0,1 т ). Классические цефеиды- это желтые ги¬ 
ганты и сверхгиганты, имеющие высокую светимость (табл. 3.2) и видимые 
поэтому на больших расстояниях, если не мешает межзвездное поглощение. 
Классические цефеиды обнаружены примерно в 30 других галактиках. 

Периоды почти всех классических цефеид заключены в диапазоне от 1 до 
50 сут, но несколько цефеид в Большом Магеллановом Облаке имеют перио¬ 
ды, достигающие 100 сут, а в Малом Магеллановом Облаке — даже 200 сут 
[429]. В нашей Галактике классическая цефеида с наибольшим периодом- это 
звезда ВР Геркулеса, ее период равен 83,1 сут [359]. 

Согласно [431], в нашей Галактике известно около 700 классических цефе¬ 
ид, и все они расположены вблизи галактической плоскости и участвуют во 
вращении Галактики. Это объекты экстремального населения I. Вследствие 
близости звезд к галактической плоскости приходящее от них излучение силь¬ 
но ослаблено из-за поглощения межзвездной пылью и испытывает сильное 
покраснение. Все эти звезды слишком далеки, чтобы можно было измерить 
их расстояния обычными прямыми методами (например, методом тригоно¬ 
метрических параллаксов). Поэтому до недавнего времени расстояния до це- 
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феид определялись только статистическими методами, основанными на за¬ 
кономерностях движения Солнца относительно близких звезд. Такие методы 
не всегда дают очень точные или надежные результаты. Однако начиная с се¬ 
редины 50-х годов удалось открыть около 13 классических цефеид в рассеян¬ 
ных скоплениях (история их открытия описана в [210]). Это позволило более 
точно определить расстояния до цефеид (см., например, [231, 310, 433, 479, 
480, 483 , 484, 489] и ссылки в [484]), а значит, и нуль-пункт соотношения 
период - светимость (см. ниже). 

Некоторые свойства классических цефеид в Галактике суммированы в 
табл. 3.2 (заимствованной из [133]). Приведенные значения масс — это толь¬ 
ко оценки, основанные на расчетах звездной эволюции для моделей с 
обычными массами. Данные оценки, возможно, указывают лишь верхние 
пределы, поскольку массы реальных цефеид могут быть несколько меньше, 
чем следует из эволюционных расчетов (разд. 19.7). К сожалению, ни для од¬ 
ной из цефеид нет надежной эмпирической оценки массы, поскольку боль¬ 
шинство этих звезд либо одиночные, либо компоненты настолько широких 
двойных систем, что надежно определить элементы орбит, а следовательно, 
и массы невозможно (см., например, [2, 325]). 


ТАБЛИЦА 3.2 

Свойства классических цефеид в Галактике 


Параметр 

Диапазон 

Период П 

Средняя светимость L 

Средний спектральный класс 
Средний радиус R 

Масса М 

От 1 до 50 сут 

От 300 до 26000 L 0 

От F5 до G5 

От 14 до 200Д Ѳ 

От s 3,7 до S 14М Ѳ 


Кривые блеска классических цефеид асимметричны и имеют очень пра¬ 
вильную периодичность, точно повторяясь на протяжении многих периодов 
(рис. 3.2). Амплитуда изменений блеска (в видимом свете) составляет около 
1 т , она медленно и несколько нерегулярно возрастает с увеличением перио¬ 
дов. 

Форма кривых блеска коррелирует со значениями периодов. Эта корреля¬ 
ция, называемая зависимостью Герцшпрунга , показана, например, в [133, 
Fig. 4] (этот же рисунок можно найти в [424]). (Более подробное обсуждение 
зависимости Герцшпрунга см., например, в [427,430].) Отметим, что при пе¬ 
риодах между 7 и 9 сут на нисходящей ветви кривой блеска часто появляется 
вторичный максимум. Следует указать, однако, что зависимость Герцшпрун¬ 
га носит статистический характер и поэтому имеется много исключений (см., 
например, [133, Fig. 5]). 

Спектральные классы и цвета цефеид также изменяются при колебаниях 
блеска. В максимуме блеска спектральные классы самые ранние (т.е. ближе 
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всего к высокотемпературному концу спектральной последовательности), и 
изменения спектра согласуются с изменениями цвета. Например, спектраль¬ 
ный класс 5 Цефея изменяется в течение периода от F5 до G2 [316]; такое из¬ 
менение соответствует общему изменению эффективной температуры при- 
лизительно на 1500 К. Ббльшая часть колебаний блеска обусловлена как раз 
вариациями температуры, а изменения радиуса сравнительно невелики (отно¬ 
сительная полуамплитуда составляет около 0,05-0,10, см., например, [394]) 
и оказывают лишь незначительное влияние на кривые блеска. 



рис. 3.2. Кривые блеска (вверху) и лучевых скоростей (внизу), для звезды 5 Цефея. 
Абсцисса — фаза; ордината для кривой блеска — видимая звездная величина (нуль- 
пункт произвольный). Лучевая скорость выражена в км/с и приведена без учета скоро¬ 
сти движения центра масс звезды относительно Солнца, равной —16 км/с (знак ско¬ 
рости берется в соответствии с обычными астрономическими правилами) [236]. 


Кривые лучевых скоростей классических цефеид являются приблизительно 
зеркальным отражением кривых блеска (если использовать обычные астро¬ 
номические правила для знака лучевой скорости), что и показано на рис. 3.2 
[133]. Если кривая лучевых скоростей отображает движение звездной поверх¬ 
ности, то фазовое соотношение между изменениями блеска и лучевой скоро¬ 
сти означает, что звезда наиболее яркая тогда, когда она, расширяясь, дости¬ 
гает равновесного радиуса, а не тогда, когда ее радиус наименьший, как мож¬ 
но было бы ожидать из примитивных рассуждений. Это отставание фазы 
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максимального блеска относительно фазы минимального радиуса было на¬ 
звано «фазовым запаздыванием». Фазовое запаздывание максимума свети¬ 
мости относительно минимума радиуса составляло бы около 90°, если бы 
кривые блеска и лучевой скорости были синусоидальными. Однако из-за 
асимметрии кривых фазовое запаздывание значительно меньше и составляет, 
по-видимому, 0,1- 0,2 периода. Физическая природа фазового запаздывания 
прояснилась в последние годы и будет рассмотрена в гл. 11. 

Амплитуда изменений лучевых скоростей обычно составляет 
30 — 40 км/с, причем она медленно и нерегулярно увеличивается с ростом пе¬ 
риода, достигая около 50 — 60 км/с для П * 30 — 40 сут. Отметим, что из- 
за эффектов проекции и потемнения к краю истинные амплитуды изменений 
радиальной скорости больше приведенных значений, и последние следует ум¬ 
ножить на некоторый коэффициент, обычно принимаемый равным 24/17 
(разд. 3.4). 

Пожалуй, наиболее важная роль классических цефеид в астрономии заклю¬ 
чается в их использовании как эффективных индикаторов расстояний; эти 
звезды все еще обеспечивают наиболее надежный метод построения фунда¬ 
ментальной шкалы расстояний во Вселенной [478,481]. Их использование ос¬ 
новано на хорошо известном соотношении период— светимость, которое бы¬ 
ло открыто в 1912 г. Ливитт при изучении цефеид Малого Магелланова Обла¬ 
ка [445]. Ливитт установила, что средняя светимость монотонно возрастает с 



рис. 3.3. Комбинированное соотношение период — светимость Сэндейджа и Тамма- 
на [479]. Соотношение основано на данных о цефеидах в нашей и других галактиках. (С 
любезного согласия редакции «Астрофизикел Джорнел» и авторов.) Черные 
кружки — цефеиды рассеянных скоплений, белые кружки — h и х Персея, прямые 
крестики — Большое Магелланово Облако, косые крестики — Малое Магелланово 
Облако, треугольники — туманность Андромеды М31, квадратики — галактика 
NGC6822. 
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увеличением периода, однако ей не удалось определить нуль-пункт данной за¬ 
висимости. История определения этого нуль-пункта представляет захватыва¬ 
ющую главу в истории астрономии, она описана в работах [27, 28, 210]. До¬ 
статочно сказать, что исправление ошибки в первых определениях нуль- 
пункта, обнаруженной Бааде в начале 1950-х годов с помощью вступившего в 
строй 5-метрового Паломарского телескопа, привело к «удвоению» размеров 
Вселенной: эта ошибка оставалась необнаруженной в течение почти сорока 
лет! Проблема нуль-пункта, несомненно, является одной из самых основных 
проблем наблюдательной астрофизики из-за ее важности для установления 
шкалы астрономических расстояний. 

Современный анализ эмпирического соотношения период-светимость 
представлен в работах [208, 229, 231, 433, 479, 480, 482-484, 489, 601]. 
На рис. 3.3 [133] показано соотношение период-светимость Сэндейджа и Там- 
мана [479]. Приведенная зависимость является комбинированной, она осно¬ 
вана на данных о цефеидах как нашей, так и других галактик. Авторы пришли 
к выводу, что нет никаких оснований сомневаться в существовании «универ¬ 
сального» соотношения период - светимость по крайней мере для изученных 
ими галактик. Однако вопрос об универсальности такого соотношения, по- 
видимому, еще нельзя считать окончательно решенным (см., например, [210, 
230]). 

Хотя соотношение период - светимость Сэндейджа и Таммана нелиней¬ 
ное, отклонения от линейности довольно малы. Линию в центре полосы, по¬ 
казанной на рис. 3.3, можно почти по всей ее длине с достаточной точностью 
представить следующим соотношением: 

М° <ѵ> = — 2,80 lg H d - 1,43 (0,4 <; l g n d s 1,7), (3.1) 

где индекс < И) означает «среднее по периоду», а верхний индекс нуль указы¬ 
вает, что абсолютные величины исправлены на межзвездное покраснение и 
поглощение. Периоды выражены в сутках, что отмечено индексом d. Ис¬ 
пользуя полученную Крафтом [310] зависимость между М <Ѵ) , показателем 
цвета (В — Ѵ),Т е и М Ьо1 , соотношение (3.1) можно представить еще и в сле¬ 
дующем виде: 

lg (L/L q ) = 1,15 l g n d + 2,47 (0,4 s; l g n d й 1,7). (3.2) 

Разброс точек относительно центральной линии на рис. 3.3, вероятно, в 
большинстве случаев реальный и связан с конечной шириной области неу¬ 
стойчивости, а также, возможно, с наличием звезд, пульсирующих в различ¬ 
ных модах (см. гл. 10 и разд. 19.7). Для фиксированного периода полная ре¬ 
альная ширина зависимости период — светимость составляет приблизитель 
но 1 т . 

По-видимому, существуют определенные различия между цефеидами в 
Галактике и в Магеллановых Облаках. Пожалуй, наиболее сильными явля¬ 
ются различия в распределении цефеид в этих системах по периодам. Так, на¬ 
пример, в Малом Магеллановом Облаке есть много цефеид сП £ 3 сут, тог¬ 
да как в Галактике известно лишь несколько цефеид с такими короткими пе- 
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риодами. В этом отношении цефеиды Большого Магелланова Облака зани¬ 
мают промежуточное положение (см., например, сводку данных в статье 
[278]). 


3.2. Новые типы переменных звезд 

Кроме типов переменных звезд, упомянутых выше, значительное внимание в 
астрономической и астрофизической литературе было уделено в последнее 
время еще по крайней мере трем типам. Кроме того, благодаря новым от¬ 
крытиям число известных объектов заметно возросло. Поэтому мы дадим 
здесь краткое описание этих типов и приведем некоторые библиографические 
ссылки. 


3.2а. БЫСТРЫЕ ГОЛУБЫЕ ПЕРЕМЕННЫЕ 
Быстрые голубые переменные-это довольно широкий класс сравнительно 
голубых объектов с очень короткопериодическими изменениями блеска. Из¬ 
менения блеска большей частью весьма неправильные и напоминают «мерца¬ 
ния». Периоды колебаний блеска составляют от нескольких десятков до не¬ 
скольких сотен секунд. Данные наблюдений этих объектов суммированы в 
работах [53, 392, 410, 423, 456 - 458, 551, 615 - 617]. В большинстве своем эти 
объекты, по-видимому, - либо карликовые новые (которые, как считают, яв¬ 
ляются тесными двойными, см., например, [311, 312, 423, 614]), либо пере¬ 
менные белые карлики [253, 364, 365, 392, 451, 456 - 458, 604]. Как отметил 
Мак-Гро [363], переменные белые карлики представляют наиболее многочис¬ 
ленную группу переменных звезд, и этот новый класс он назвал «звездами ти¬ 
па ZZ Кита». Природа нескольких быстрых голубых переменных, которые 
не входят ни в одну из упомянутых групп, остается невыясненной [43, 321]. 
Например, одним из возможных объяснений может быть быстрое вращение 
этих объектов [266, 321]. 

Согласно [363, 392], в настоящее время известны 12 переменных белых 
карликов с периодами преимущественно в диапазоне 200 -1000 с, причем по 
остальным характеристикам это обычные белые карлики типа DA с показа¬ 
телями цвета в области 0,16 < В - 0,20™ (т.е. с эффективными 

температурами ~ ІО 4 К). Дополнительные сведения об этих звездах можно 
найти в [147, 253, 363, 392, 604] и в некоторых из работ, цитированных 
выше. 

3.26. ЦЕФЕИДЫ С БИЕНИЯМИ 

Цефеиды с биениями (или двупериодические цефеиды; возможно, их вообще 
нельзя относить к цефеидам) образуют небольшую группу звезд, кривые 
блеска которых не являются периодическими (в настоящее время известны 
11 таких звезд [557]). Тем не менее эти кривые блеска удается разложить, по 
существу, на две (в одном или двух случаях - на три) периодические кривые. 
Сложение двух таких кривых вновь дает первоначальную наблюдаемую непе- 
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риодическую кривую блеска. Предполагают, что оба периодических процесса 
представляют собой две различные моды пульсаций, которые соответству¬ 
ют, как считают обычно, радиальным колебаниям в основной моде и первой 
гармонике, а если выделяется еще один период, то и во второй гармонике. 
Очевидно, что по какой-то причине в рассматриваемых звездах одновременно 
возбуждены все эти моды, которые взаимодействуют друг с другом и поэто¬ 
му вызывают «биения». Наибольший из периодов обычно составляет от 2 до 
7 сут, следующий - около 70% от него, а третий, если он имеется, - около 
80% от второго. Быть может, важно то, что отношение второго периода к 
первому ни в одном случае не выходит за пределы 0,70—0,71 [519, 557]. На 
диаграмме Герцшпрунга-Рессела эти звезды лежат в нижней части полосы 
неустойчивости цефеид (вытянутая овальная область на рис. 3.1). Именно по 
этой причине их называют «цефеидами». Согласно [557], в нашей Галактике 
приблизительно половина переменных с соответствующими периодами явля¬ 
ется цефеидами с биениями. 

Мультипериодичность этих звезд позволяет получить важную информа¬ 
цию о рассматриваемых объектах и о некоторых свойствах звездных пульса¬ 
ций вообще. Дело в том, что для заданной моды период определяется в ос¬ 
новном массой и радиусом звезды (см., например, [103, 151]). Цефеидам с 
биениями посвящены работы [104- 106, 114, 119, 122, 124, 206, 207, 217, 220, 
301,438, 439, 442, 460, 477,494, 555, 556, 558]; см. также обзорные статьи [115, 
138, 139] и ссылки в них. 


3.2в. ЗВЕЗДЫ КЛАССА В 
С ПЕРЕМЕННЫМИ ПРОФИЛЯМИ ЛИНИЙ 
Эти звезды, названные М.Смитом [533, 534] «звездами типа 53 Персея», в ос¬ 
новном находятся на главной последовательности или вблизи нее и имеют 
ранние спектральные классы, скажем от 08 до В5. Однако некоторые иЗ 
этих звезд являются гигантами или сверхгигантами и занимают часть диа¬ 
граммы Герцшпрунга- Рессела вокруг и в окрестности звезд типа /3 Цефея. 
Звезды класса В с переменными профилями линий довольно многочисленны, 
к этой группе относится, вероятно, большинство звезд в соответствующей 
области диаграммы Герцшпрунга-Рессела [533]. 

У этих звезд обнаруживаются изменения профилей спектральных линий со 
временем, происходящие более или менее периодическим образом, и периоды 
обычно составляют от нескольких часов до приблизительно 2 сут (характер¬ 
ное значение 0,5 сут). Изменения профилей спектральных линий можно объ¬ 
яснить нерадиальными колебаниями, в частности g -модами [531 - 534, 536, 
537] (см. терминологию в гл. 17). Имеется свидетельство довольно частых из¬ 
менений характера колебаний, причем определенный тип колебаний сохраня¬ 
ется, как правило, примерно в течение месяца [534]. 

У нескольких звезд этого типа были обнаружены также колебания блеска 
порядка 0,Г [59, 535]. В работе [59] проведено и довольно изящное рассмот¬ 
рение изменений блеска, сопровождающих нерадиальные звездные колебания 
(см. также [191]). 
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3.3. Эмпирическое определение 
радиусов пульсирующих звезд 

Большинство эмпирических методов определения радиусов радиально пуль¬ 
сирующих звезд базируется, по существу, на методе, разработанном Бааде 
[25] и Весселинком [619, 620]. Суть метода заключается в следующем. Если 
F v - поток, излучаемый в некоторой спектральной полосе шириной обычно 
- 700 — 1000 А (т.е. интенсивность излучения энергии с единицы 
площади поверхности), a L v - светимость звезды в этой области спектра, то 
для каждого момента времени существует простая зависимость между F v , L v 
и мгновенным радиальным расстоянием R того эффективного уровня в ат¬ 
мосфере, на котором возникает излучение в заданной области спектра (Я 
приблизительно равно мгновенному радиусу звезды). Самое существенное 
предположение, лежащее в основе метода Весселинка, состоит в том, что для 
данной звезды поток F v считается зависящим только от цвета звезды, харак¬ 
теризуемого показателем цвета В — V. Здесь В и V— это исправленные на 
межзвездное покраснение видимые звездные величины в широких спектраль¬ 
ных областях с центрами соответственно в голубой и визуальной (желто- 
зеленой) областях спектра. Если теперь выбирать две фазы в цикле пульса¬ 
ций, скажем, для моментов Г, и t 2 , когда цвет звезды одинаков, т.е. 
(В — Ѵ) г = (В — Ѵ) 2 , то, согласно основному предположению, 
F v (t{) = F v (t 2 ). А отсюда следует, что 

L x /L 2 = (Л,//г 2 ) 2 , (3.3) 

где индексы 1 и 2 соответствуют моментам t x и / 2 . Таким образом, измерение 
относительного блеска звезды в двух фазах, когда цвет одинаков, дает оценку 
отношения радиусов звезды для двух моментов времени. 

С другой стороны, если известна кривая лучевых скоростей, то скорость 
движения звездной поверхности, скажем R (t), относительно центра масс 
звезды можно получить сразу после того, как выбран поправочный множитель 
р для перехода от наблюдаемой лучевой скорости V (/) (относительно центра 
масс) к R (f): 

R(t)=-pV(t). (3.4) 

Предполагая, что средний уровень в атмосфере, соответствующий кривой лу¬ 
чевых скоростей, совпадает со средним уровнем, на котором формируется 
поток выходящего излучения, легко найти разность R 2 — R v проинтегриро¬ 
вав кривую лучевых скоростей от момента f, до момента t 2 . 

А зная разность /? 2 — /?, и отношение /?, /R 2 , легко определить и сами ве¬ 
личины R 1 и R 2 . Повторяя эту процедуру для всего периода, можно найти 
R(t), откуда определяется средний радиус R. 

Метод Весселинка многократно применялся, обсуждался и уточнялся, мы 
приведем здесь лишь несколько сравнительно новых ссылок [95,116, 120, 205, 
209, 268, 291, 400, 401, 421, 422, 459, 493]; см. также библиографию в [209]. 
Рассмотрение других методов определения радиусов пульсирующих звезд 
можно найти, например, в работах [105, 420. 421]. 
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Проведенные исследования показывают, что предположения, лежащие в ] 
основе обычного метода Весселинка, по-видимому, не всегда строго выпол¬ 
няются [493]. Различные метода определения радиуса дают, как правило, I 
различные результаты. Очевидно, что радиусы пульсирующих звезд извест-1 
ны довольно плохо, скажем с точностью не выше 10 или 20% (см., напри-1 
мер, [105, 151]). С нетерпением ожидаются предстоящие прямые интерферо- / 
метрические измерения углового диаметра цефеид, см. [250]. 

Применение метода Весселинка к звездам, испытывающим нерадиальные 
колебания, рассматривается в работе [40]. 

3.4. Потемнение к краю 
и скорость радиального расширения звезды 

Изменения лучевой скорости, определяемые по доплеровскому смещению 
спектральных линий, в силу ряда причин не дают прямой информации об ис¬ 
тинной скорости расширения или сжатия поверхности пульсирующей звезды. 
Наиболее важная поправка, которую необходимо внестщ чтобы на основе 
наблюдаемых доплеровских смещений определить истинную скорость дви¬ 
жения звездной поверхности относительно центра масс звезды, заключается 
в учете эффектов проекции и потемнения к краю. Эти эффекты, а также диф¬ 
ференциальные движения слоев в тех областях конечной толщины, где об¬ 
разуются линии поглощения, как правило, вносят асимметрию в наблюдае¬ 
мые профили линий и поэтому могут влиять на положение «центра тяжести» 
линии, а потому и на наблюдаемую лучевую скорость. Мы рассмотрим здесь 
только эффекты проекции и потемнение к краю, предполагая, что излучаю¬ 
щая область ведет себя по крайней мере с кинематической точки зрения как 
некоторая твердая сферическая поверхность, реальная скорость движения ко¬ 
торой относительно центра масс звезды равна V = R (величина К здесь 
иная, чем в разд. 3.3). Влияние дифференциальных движений в излучающих 
областях на профили линий исследовано, например, в работах [186, 291, 373]. 

Будем предполагать, что «центр тяжести» спектральной линии соответст¬ 
вует среднему значению, взятому по видимому звездному диску, от скорости 
вдоль луча зрения: V r = V cos0, где V — истинная радиальная скорость излу¬ 
чающей области, а Ѳ — угол между вектором V и лучом зрения. При нахож¬ 
дении среднего значения необходимо учесть функцию потемнения к краю 
ф(Ѳ). Эту функцию выбирают таким образом, что ф(Ѳ)= 1 при Ѳ = 0, а с уве¬ 
личением Ѳ ее значения убывают. Принимая 

ф(Ѳ ) = 1 - k + k cos0 ( к < 1), (3.5) 

мы легко получаем 

V r = V- (4 - к)/(6 — 2 к). (3.6) 

Для к = 0, Vs и 1 имеем соответственно Ѵ г /V = 'Via, 'Ѵи и ‘94*. Эти три зна¬ 
чения к соответствуют отсутствию потемнения к краю, потемнению, пред¬ 
сказываемому простой серой атмосферой в приближении Эддингтона (см., 
например, [372, 629]), и полному потемнению к краю. Очевидно, что закон 
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потемнения к краю не слишком влияет на значение Ѵ г /V, по крайней мере в 
принятой нами простой модели. Данное обстоятельство и объясняет, почему 
для величины р = Ѵ/Ѵ г (разд. 3.3) обычно используют значение 24/17. Оцен¬ 
ки р , полученные на основе более сложных моделей, приведены, например, в 
работах [116, 291, 420, 421]; но эти более точные значения ненамного отлича¬ 
ются от полученных в простых моделях, упомянутых выше (например, со¬ 
гласно [420], значение р равно 24/17,5). 

Можно отметить, что поскольку разные спектральные области в общем 
случае дают различное потемнение к краю, то уже по одной этой причине раз¬ 
личные линии могут дать несовпадающие лучевые скорости. Дифференци¬ 
альные движения излучающих слоев также могут вызвать расхождения в наб¬ 
людаемых лучевых скоростях, определяемых по различным спектральным 
линиям (например, по сильным и слабым линиям, образующимся соответст¬ 
венно в верхних и нижних слоях атмосферы). Обычно для окончательного 
определения лучевой скорости усредняют результаты, полученные по не¬ 
скольким спектральным линиям. 

Влияние нерадиальных колебаний звезд на спектральные линии было рас¬ 
смотрено Осаки [405] и Дзембовским [191]. См. также работы [59, 531, 532, 
535, 537]. 


ГЛАВА 4 

НЕКОТОРЫЕ ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПОНЯТИЯ 


В этой главе мы приведем в довольно общем виде некоторые из основных 
уравнений гидродинамики (с учетом переноса тепла), характеризующих пове¬ 
дение сплошной среды. Затем эти уравнения будут переписаны применитель¬ 
но к нескольким интересующим нас частным случаям. Мы также выведем 
«интегральную» теорему, относящуюся к системе в целом: теорему энергии. 

Как правило, мы не будем приводить детальных выводов, поскольку их 
можно найти в учебниках гидродинамики и астрофизики. Если специально не 
оговорено, то всегда будет использоваться ряд физических упрощений. Наи¬ 
более важные из них таковы. Пространство считается евклидовым, т.е. пло¬ 
ским (см., например, [375]), и поэтому всегда можно ввести декартову орто¬ 
гональную систему координат, охватывающую в пространстве любую об¬ 
ласть желаемого размера. Предполагается также, что масса сохраняется, т.е. 
что все материальные скорости малы по сравнению со скоростью света в ва¬ 
кууме. Наконец, считается справедливой ньютоновская теория тяготения (в 
противоположность общей теории относительности). 

В качестве справочника по излагаемым здесь вопросам подходят любые 
хорошие учебники по гидродинамике и теоретической астрофизике. Автор 
считает особенно полезными статью Леду и Вальравена [345, §43 — 54] и 
книги Росседанда [465], Ландау и Лифшица [323], Милна-Томсона [374] и 
Бэтчелора [42]. 
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4.1. Представления Эйлера и Лагранжа 

Рассмотрим газообразную или жидкую среду и будем считать ее непрерыв¬ 
ной. Тем самым предполагается, что все элементы среды, с которыми мы 
имеем дело, пусть даже бесконечно малые в математическом смысле, доста¬ 
точно велики, чтобы содержать большое число атомов или молекул. Поведе¬ 
ние такой среды описывается двумя способами: в представлении Эйлера и в 
представлении Лагранжа. 

В представлении Эйлера все физические характеристики среды, такие, как 
скорость ѵ, полное давление Р, плотность р, температура Г и т.д., рассмат¬ 
риваются как переменные пбля, т.е. как функции положения Г и времени I. Ве¬ 
личины Г и / считаются независимыми переменными. В заданной декартовой 
системе координат вектор г может иметь, например, компоненты х,у, z (или, 
в более общем виде, х,, х 2 , х 3 ). Важно осознать, что эйлерова переменная по¬ 
ложения г характеризует не положение произвольного элемента среды, а по¬ 
ложение точки наблюдения. Ясно, что эту переменную можно произвольным 
образом изменять независимо от времени /. (Некоторой аналогией может 
служить отверстие, просверленное в заборе для того, чтобы следить за нахо¬ 
дящейся по другую сторону «сплошной средой»; г — это положение отвер¬ 
стия в заборе.) Следовательно, дифференцирование по времени эйлеровой пе¬ 
ременной положения г является, вообще говоря, бессмысленным, если не сде¬ 
лать некоторых оговорок или пояснений. 

Однако часто бывает интересно проследить движение выделенного эле¬ 
мента жидкости и (или) наблюдать скорость изменения некоторого физиче¬ 
ского параметра, связанного с элементом, такого, как плотность. Производ¬ 
ную по времени, характеризующую изменения, происходящие с выделенным 
элементом при его движении, иногда называют субстанциональной произ¬ 
водной (или материальной, или стоксовой), и в настоящей книге она обычно 
будет обозначаться как d/dt (в литературе иногда используют обозначение 
D/Dt). Поскольку переменные г и t формально считаются независимыми, при 
образовании субстанциональной производной от некоторой величины / (г, t) 
должно выполняться следующее операторное соотношение: 
d д 

— = — +ѵѴ, (4.1) 

dt dt 


где V — обычный оператор градиента *, а скорость жидкости определяется 

формулой . 

ѵ(г, /) s dr/dt = г. (4.2) 


Из самого понятия скорости ясно, что г в последних равенствах в (4.2) — это 
уже не эйлерова, а лагранжева пространственная координата (см. следующий 
абзац), которая характеризует мгновенное положение рассматриваемого на¬ 
ми выделенного элемента. 


* Можно показать, что нахождение градиента от некоторой величины эквивалент¬ 
но нахождению ковариантной производной от этой величины; см., например, [362). 
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В представлении Лагранжа прослеживают движение заданного элемента 
жидкости, поэтому не всегда можно произвольно выбрать точку наблюде¬ 
ния. В этом представлении вектор г характеризует положение некоторого вы¬ 
деленного элемента жидкости и, следовательно, больше не является незави¬ 
симой переменной. Напротив, величина г — функция времени и (в трехмер¬ 
ном пространстве) трех характеризующих данный элемент параметров, ска¬ 
жем Op а 2 , а 3 . Если а 2 , я 3 — компоненты радиуса-вектора, скажем а (о,, 
а 2 , а } ), который совпадал с Г в момент, скажем t = 0, то г = r(a, f), где 
г (а, 0) = а. В представлении Лагранжа жидкость рассматривается как сово¬ 
купность большого числа отдельных материальных точек. Движения таких 
материальных точек и исследуются, и эта задача до некоторой степени сход¬ 
на с задачей многих тел в классической механике. Однако в представлении Ла¬ 
гранжа величины о, не обязательно должны быть пространственными коор¬ 
динатами. При наличии одной степени свободы (одномерное пространство) 
величина а может быть некоторым физическим параметром элемента, на¬ 
пример его температурой в некоторый заданный момент времени или, на¬ 
пример, его массовой координатой при наличии сферической симметрии (см. 
ниже гл. 6, или любую книгу по внутреннему строению звезд, например [146, 
Ch. 1]). 

Связь между представлениями Эйлера и Лагранжа дается соотношением 
(4.2). Если » — известная функция Г и /, то (4.2) —это дифференциальное 
уравнение, которое можно решить, по крайней мере в принципе, относитель¬ 
но радиус-вектора г выделенного элемента жидкости, т.е. найти Г как функ¬ 
цию времени /, используя при этом величины а і для идентификации рассмат¬ 
риваемого элемента г = т(а ѵ а 2 , в 3 , /). (Для наглядности можно предста¬ 
вить себе, что в момент t сделан «моментальный снимок» жидкости. В об¬ 
щем случае в этот момент в каждой точке г будет находиться некоторый эле¬ 
мент жидкости, и величина V(r, t) дает мгновенную скорость этого элемента. 
Уравнение (4.2) применимо для каждого элемента жидкости в отдельности. 
Поэтому соотношение г = Г(в,, а 2 , в 3 , t) описывает положение каждого эле¬ 
мента как функцию времени.) 

Таким образом, в представлении Лагранжа величина г оказывается зависи¬ 
мой переменной, а независимыми переменными являются a t и t. Поэтому все 
физические величины следует рассматривать как функции от в, и t. Субстан¬ 
циональную производную в этом представлении можно записать просто как 
d/dt: 

V/dt) ^epa = (З/ЗОлагранжа. (4-3) 

В общем случае в задачах с более чем одной степенью свободы (простран¬ 
ство более одного измерения) представление Эйлера более удобно, чем ла 
гранжево. Однако в задачах с одной степенью свободы (например, при нали 
чии сферической симметрии) представление Лагранжа обычно предпочти¬ 
тельнее. Основная причина заключается в том, что в представлении Лагран¬ 
жа физическая интерпретация уравнений более понятна и более непосредст¬ 
венна, чем в представлении Эйлера. Кроме того, сами уравнения часто оказы¬ 
ваются проще. Поэтому когда мы будем иметь дело с общими уравнениями и 
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теоремами в трехмерном пространстве, то будем обычно использовать пред¬ 
ставление Эйлера, а при рассмотрении одномерных задач — представление 
Лагранжа. 

4.2. Уравнения сохранения массы импульса и энергии 

4.2 а. СОХРАНЕНИЕ МАССЫ 

Мы рассмотрим здесь уравнения, выражающие сохранение массы, сначала в 
представлении Эйлера, а затем в представлении Лагранжа. 

В представлении Эйлера принцип сохранения массы обычно формулирует¬ 
ся как уравнение неразрывности -. 

dp/dt + Ѵ(рѵ) = 0, (4.4) 

где р — плотность *. Отметим, что величина рѵ — это плотность потока 
массы. 

В уравнении (4.4) можно раскрыть скобки и использовать основное опера¬ 
торное соотношение (4.1). Тогда имеем альтернативную форму уравнения не¬ 
разрывности (1/р) dp/dt = - V ■ ѵ. (4.5) 

Далее, можно ввести удельный объем'К ш 1/р (объем единицы массы жидко¬ 
сти), и тогда уравнение (4.5) преобразуется к виду 

(1/К) dV/dt = Ѵѵ. (4.6) 

Данное уравнение показывает, что величина Ѵ-ѵ — это просто скорость от¬ 
носительного увеличения объема фиксированной массы жидкости, когда эта 
масса движется. 

Несжимаемая жидкость — это жидкость, плотность которой при движе¬ 
нии не изменяется. Таким образом, 

dp/dt = 0, откуда V ■ ѵ = 0. (4.7) 

Можно показать также (см., например, [374]), что принцип сохранения 
массы можно выразить в следующей форме: 

d(pdr)/dt = d(dm)/dt = 0, (4.8) 

где dr и dm — элемент объема и элемент массы соответственно. Следова¬ 
тельно, если масса сохраняется, то оператор d/dt, действующий на любой 
интеграл по объему, такой, как ниже в уравнении (4.9), может быть внесен 
под знак интеграла и применен к члену (или членам), умножаемому на величи¬ 
ну pdr. Таким образом, 

(d/dt) j (Ap)dr = j (dA/dt)pdr = j ( dA/dt)dm , (4.9) 

K(f) V M 

* Если не сохраняется масса, то это уравнение не выполняется. Однако если сохра¬ 
няется число барионов (см., например, [573]), то уравнение все же справедливо при ус¬ 
ловии, что величина р формальна означает концентрацию барионов. 
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где dm = pdr, объем V(t) по определению всегда содержит фиксированное, 
хотя и произвольное количество жидкости, т.е. объем К(/) изменяет в соот¬ 
ветствии с движением свои размеры и форму. Величина А — это любая кон¬ 
кретная физическая величина, отнесенная к единице массы, она может быть 
скаляром, вектором или тензором. Величина М в последнем интеграле — 
полная масса, заключенная в объеме V(t). В связи с принятым определением 
V уравнение (4.9) в некоторых задачах следует использовать с осторожно¬ 
стью, например в задачах аккреции вещества или потери массы звездами. 

Чтобы сформулировать принцип сохранения массы в представлении Ла¬ 
гранжа, удобно рассмотреть выражение для лагранжевой пространственной 
координаты г = г(а, /) для каждого элемента массы как выражение, пред¬ 
ставляющее непрерывное преобразование переменных. Данное соотношение 
определяет положение частицы жидкости в момент I, причем в момент / = 0 
положение этой частицы описывалось вектором а. Если предположить, что 
оба вектора г и а можно разложить на компоненты в фиксированной декарто¬ 
вой системе координат, то мы получим следующую «интегральную» форму 
уравнения сохранения массы в лагранжевом представлении (см., например, 
[345, §44], где рассмотрен более общий случай криволинейных координат): 

Р(а, t) J (г[а, г]) = р 0 , (4.10) 

где р 0 — локальная плотность жидкости в момент t = 0, т.е. р 0 = р(а, 0). 
Величина J — это якобиан преобразования: 

У (г [а, /]) = \dXj/da k \ (j, k= 1,2,3). (4.11) 

Отметим, что J — функция от г, а г в свою очередь — функция от а и /. По¬ 
этому при движении частиц жидкости J непрерывно изменяется со временем, 
причем в момент / = 0 J = 1. 

Если взять от обеих частей уравнения (4.10) субстанциональную произво¬ 
дную по времени, то мы получим «дифференциальную» форму уравнения со¬ 
хранения массы. Предполагая J Ф 0 (что должно выполняться в любом слу¬ 
чае, чтобы компоненты а, можно было выразить через *,), получим в резуль¬ 
тате соотношение, представляющее величину р как функцию от У, где точки 
над символами обозначают субстанциональные производные. Используя по¬ 
нятие скорости жидкости ѵ = dt/dt = г и само понятие определителя, легко 
показать, что 

У = J £ dv i /dx i = УV • v. (4.12) 

Учитывая этот результат в соотношении между р и У, получаем 

р/ р — — V * ѵ, (4.13) 

что в точности совпадает с уравнением (4.5), записанным в представлении 
Эйлера. Хотя последний результат был получен в предположении, что векто¬ 
ры г и а разложены на компоненты в фиксированной декартовой системе ко¬ 
ординат, уравнение (4.13), очевидно, должно выполняться в любой системе 
координат. 
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4.26. СОХРАНЕНИЕ ИМПУЛЬСА 

Принцип сохранения импульса — это, по существу, второй закон Ньютона в 
применении к сплошной среде. Уравнение сохранения импульса мы рассмот¬ 
рим сначала в представлении Эйлера, а затем в представлении Лагранжа. Это 
уравнение иногда называют уравнением движения. 

В представлении Эйлера уравнение имеет вид 

pdv/dt = -Ѵ-ІР + pf, .(4.14) 

где v — скорость жидкости (импульс на единицу массы), f — суммарная объ¬ 
емная или внешняя сила на единицу массы, а Р — тензор напряжений, обыч¬ 
но принимаемый симметричным (чтобы сохранялся момент количества дви¬ 
жения, см., например, [374]). (Мы используем здесь обозначения тензорной 
алгебры, см., например, [185; 387, §1.6; 444].) 

При выводе уравнения (4.14) предполагается, что масса сохраняется. 
Уравнение движения можно записать и в виде, не требующем выполнения 
этого условия, а именно (см., например, [345, §49]) 

Э(рѵ)/Э/ + V • (pw + IP) = pi . (4.15) 

Это — консервативная форма уравнения сохранения импульса. Величину в 
скобках во втором слагаемом в левой части иногда называют «плотностью 
потока импульса», поскольку при отсутствии объемных сил (f = 0) скорость 
уменьшения импульса (пространственная плотность которого составляет рѵ) 
в фиксированном объеме жидкости равна полному потоку импульса 
j(pw + IP) ■ n rfS через поверхность S, ограничивающую заданный объем 
жидкости (П — внешняя нормаль к поверхности S). 

Если напряжения сводятся к чистому гидростатическому давлению, как 
это имеет место в большинстве интересующих нас приложений, то тензор на¬ 
пряжений имеет вид 

1Р = Р0, (4.16) 

где Р — гидростатическое давление, а В — единичный тензор. Тогда сила, 
обусловленная напряжениями и действующая на элемент площади dS с внеш¬ 
ней нормалью п, равна - PndS, т. е. равна силе, направленной вдоль внутрен¬ 
ней нормали к dS, а значит, чистому давлению. В этом случае уравнения 
(4.14) и (4.15) принимают вид 

pdv/dt = — VP + pf (4.17) 


Э(рѵ)/Э/ + V(pw + РО) = pf. (4.18) 

Если жидкость покоится (ѵ = 0) и находится в гидростатическом равнове¬ 
сии, то ускорение частиц отсутствует и (4.17) сводится к уравнению гидро¬ 
статического равновесия 


ѴЯ = pf. 


(4.19) 
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Эффекты турбулентности, вязкости или, например, крупномасштабных 
магнитных полей можно обычно описать с помощью тензора напряжений 
(см., например, [146, 345]). 

В представлении Лагранжа независимыми переменными являются пара¬ 
метры а, и время /, а не г и /. Поскольку Р = Р(а х , а 2 , е 3 , /), в декартовой си¬ 
стеме координат мы должны записать 

ѴР = £ е, ЭР/ Эх, = £ е, ( да/ Эх,) ЭР/ Эа у = £ (Ѵа у ) ЭР/ да р 

так что уравнение (4.17) примет вид 

Г = -(1/p) £ (Уа/ ЭР/ да j + f, (4.20) 


где v = г, а точка обозначает субстанциональную производную. Это и есть 
соответствующее уравнение движения в представлении Лагранжа, если на¬ 
пряжения сводятся к чистому давлению. Отметим, что данное уравнение, во¬ 
обще говоря, довольно сложное. 

Простой пример уравнения (4.20) для одной степени свободы (одномер¬ 
ный случай) будет рассмотрен в гл. 6. 


4.2в. СОХРАНЕНИЕ ЭНЕРГИИ 

Закон сохранения энергии, следуя [345, § 50—52], удобно рассмотреть в трех 
вариантах: для механической энергии; тепловой и механической энергии 
вместе и только тепловой энергии. 

Уравнение, описывающее сохранение механической энергии, можно полу¬ 
чить из уравнения импульса (4.14) в представлении Эйлера, разделив все чле¬ 
ны на р и умножив обе части скалярно на ѵ: 

d(i?/2)dt = - (l/p)v • (V • Р) + I • v, (4.21) 

где v 2 * v ■ ѵ. Уравнение (4.21) просто устанавливает, что скорость изменения 
со временем кинетической энергии на единицу массы ѵ г /2 равна мощности 
объемных сил и сил, обусловленных наличием градиента давления (или ди¬ 
вергенции тензора напряжений), приходящейся на единицу массы. 

Уравнение (4.21) можно записать и в другой форме, если использовать в 
правой его части следующее тождество: 

Ѵ-(Ѵ-Р) = ѵ-(Ѵ-Р) + Р:(Ѵѵ), (4.22) 

где двоеточие в последнем члене означает операцию двойного скалярного 
произведения, т.е. свертки двух тензоров (см., например, [309, 444]). Умно¬ 
жая преобразованное таким образом уравнение (4.21) на рсіт = dm, интегри¬ 
руя по всему объему V жидкости массой М, применяя к первому интегралу в 
правой части теорему Гаусса — Остроградского (см., например, [444]), пред¬ 
полагая, что при этом сохраняется масса, и пренебрегая результирующим по- 
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верхностным интегралом, получим теорему сохранения механической энер¬ 
гии в интегральной форме: 

d/dt j Ѵгѵ 2 dm-= j P: (Vv)rfr + j t vdm. (4.23) 

Ниже в разд. 4.6 будет приведена другая формулировка этой теоремы для 
случая, когда единственной действующей силой f является сила гравитации. 

Пренебрежение поверхностным интегралом оправдано тогда, когда 
(У - P) </S равно нулю или достаточно малр. Это условие выполняется, если Р 
на поверхности достаточно мало (что обычно имеет место) или если вектор 
(ѵ-Р) приблизительно перпендикулярен d S (как, например, в равномерно 
вращающейся звезде). 

Смысл уравнения (4.23) можно пояснить, рассматривая наиболее интерес¬ 
ный случай, когда напряжения сводятся к чистому давлению. Тогда первый 
интеграл в правой части можно преобразовать, исходя из принципа сохране¬ 
ния массы. В результате получим 

(d/dt) j Ѵгѵ 2 dm = j (Pd(\/p)/dt)dm + J f vdm, (4.24) 

где первый интеграл в правой части — это просуммированная по всем эле¬ 
ментам системы работа PdV/dt(V = 1/р), совершаемая каждым таким эле¬ 
ментом над окружающей его средой в единицу времени. 

Вторая форма уравнения энергии, выражающая сохранение тепловой и ме¬ 
ханической энергии, дает скорость изменения суммы кинетической и внутрен¬ 
ней (тепловой) энергий элемента жидкости единичной массы, когда этот эле¬ 
мент движется. При этом следует помнить, что часть работы, совершаемой 
силами, действующими на каждый элемент вещества, будет превращаться в 
кинетическую энергию направленного движения, а не во внутреннюю энер¬ 
гию. (Простая аналогия: если зачерпнуть ведро воды и побежать с ним, то яс¬ 
но, что этот процесс будет сообщать ведру и его содержимому кинетическую 
энергию, но не обязательно будет приводить к нагреву воды.) Кроме того,' 
необходимо учитывать поверхностные силы, обусловленные напряжениями, 
действующими на поверхность системы. Пусть Е — внутренняя энергия, 
f — сумма всех объемных сил, a dq/dt — полная скорость приращения тепла 
при движении, причем все величины отнесены к единице массы. Тогда, ис¬ 
пользуя уравнение неразрывности, можно показать, что искомое выражение 
будет иметь вид (см., например, [345]) 

d( Ѵг ѵ 2 + E)/dt = - (1 /р)Ѵ ■ (Р • ѵ) + f ■ ѵ + dq/dt. (4.25) 

Частным случаем этого уравнения является теорема Бернулли (см. [42, 
р. 156]). 

Если бы мы не воспользовались уравнением неразрывности, то результат 
был бы таким: 

д(рЕ + pv 2 /l)/dt + Ѵ(рЕч + рѵ 2 Ч/2 + Р-ѵ) = pf • ѵ + pdq/dt. (4.26) 
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Это выражение представляет собой консервативную форму уравнения энер¬ 
гии. Величину в скобках во втором слагаемом в левой части иногда называют 
«вектором потока энергии» (обозначим его через j £ ), поскольку при отсутст¬ 
вии объемных сил (# = 0) и приращения или потерь тепла (dq/dt = 0) ско¬ 
рость уменьшения суммы внутренней и кинетической энергий (плотность ко¬ 
торых составляет рЕ + рѵ 2 / 2) в фиксированном объеме равна потоку энергии 
через ограничивающую поверхность S 

jdS -Іц. 

S 

Отметим, что в случае Р = РО имеем 

І Е = Р ѵ(ѵ 2 / 2 + Е + p /р), (4.27) 

где Е + Р/р — энтальпия на единицу массы. 

Закон сохранения внутренней энергии — это первое начало термодинами¬ 
ки, представленное в несколько более общей форме, чем обычно. Соответст¬ 
вующее уравнение легко получить, комбинируя уравнения (4.21) и (4.2S), вы¬ 
ражающие условия сохранения механической энергии и суммы тепловой и ме¬ 
ханической энергий, а также используя тождество (4.22). В результате имеем 
dE/dt = -(1/р)Р : (Ѵѵ) + dq/dt. (4.28) 

(Эта обобщенная форма первого начала термодинамики была получена так¬ 
же в [146, §9.7].) 

Если напряжения сводятся к чистому давлению, т.е. если Р = РВ, то урав¬ 
нение (4.28) принимает вид 

dq/dt = dE/dt + Pd(\/p)/dt = dE/dt + PdV/dt, (4.29) 

где V ш 1/p. Это уравнение — обычная форма первого начала термоди- 

Однако для астрофизических целей часто используют три другие формы 
уравнения (4.29) (все они эквивалентны между собой). Эти формы справедли¬ 
вы, в частности, при следующих предположениях: 

а. Не происходит изменений химического состава, обусловленных нерав¬ 
новесными термоядерными реакциями (это ограничение можно снять, вводя 
в уравнения соответствующие дополнительные члены). 

б. Давление Р представляет собой термодинамическое давление, которое 
можно вычислить из уравнения состояния как функцию от какой-либо пары 
термодинамических переменных, скажем плотности р и температуры 
Т :Р = Р(р, Т). 

в. Аналогично внутреннюю энергию Е на единицу массы можно также вы¬ 
числить из соответствующего уравнения состояния как функцию от какой- 
либо пары термодинамических переменных, например Е = Е(р, Т). 




НЕКОТОРЫЕ ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПОНЯТИЯ 


Три формы уравнения (4.29) таковы (подробный вывод см. в [146, Ch. 9 и 
§17.6]): 

d lnp/dt = ( r,rf In p/dt + [р(Г 3 - 1 )/P] dq/dt, (4.30a) 

ІГ,(</1пр/Л) + (x T /c v T) dq/dt; (4.306) 

d In T/dt = (Г 3 - 1 )d lnp/dt + (1 /c v T) dq/dt , (4.31) 

d In T/dt = [(Г 2 - l)/T 2 ]d In P/dt + (1 /c p T) dq/dt. (4.32) 

В этих уравнениях с ѵ ис р — удельные теплоемкости при постоянном объеме 
и при постоянном давлении соответственно, л xj определяется как 

Х г «(Э1п/>/д1п7-)„. (4.33) 


Величины Г, — это обычные показатели адиабаты: 

Г, - (d In P/d lnp) ad , Г 3 - 1 - {d In T/d lnp) ad , 

(Г 2 - 1)/Г 2 - (d In T/d lnP) ad = (Г 3 - 1)/Г, . 

Приведем следующие полезные тождества (их подробный вывод см. в [146]): 

Г, = х„ + Х7ЧГ3 " 1), (4.35) 

где 

Х р - ( д In Р/д In р) г ; (4.36) 

7 * с р/с у = Г, / Хр ; (4.37) 

а также тождество, выражающее полноту дифференциала энтропии (соотно¬ 
шение взаимности): 

(3 1п£УЭ 1пр) г = (Р/рЕ)( 1 - х г ), (4.38) 

которое можно записать также в виде 

Г 3 — 1 = Рхт'ІРСуТ). (4.39) 

Предположение о том, что Р = РІ, где Р — термодинамическое давле¬ 
ние, эквивалентно предположению об отсутствии молекулярной и лучистой 
вязкости, крупномасштабных магнитных полей и турбулентности. Поэтому 
при наличии этих дополнительных физических факторов соответствующие 
уравнения следует использовать с осторожностью. 

4.3. Приращение и потери тепла 

Итак, мы рассмотрели три из четырех основных дифференциальных уравне¬ 
ний гидродинамики с учетом переноса тепла. Теперь нам нужно получить 
четвертое основное уравнение, поскольку,прежде чем проводить вычисления 
с использованием уравнения энергии, мы должны уметь определять величину 
dq/dt — скорость выделения тепла на единицу массы. В общем случае коли¬ 
чество тепла, приобретенное элементом вещества, равно разности между вы¬ 
делением тепла и теплоотводом. Пусть е — полная скорость выделения теп- 
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ла на единицу массы от всех источников (в астрофизике это обычно термоя¬ 
дерные источники). Кроме того, пусть F — вектор потока тепла (F — коли¬ 
чество тепла, протекающее в единицу времени через единичную площадку, 
ориентированную перпендикулярно направлению потока тепла), обусловлен¬ 
ный всеми возможными механизмами переноса (излучение, теплопровод¬ 
ность, конвекция, нейтринные потери, потеря массы и т.п.). Тогда можно за¬ 
писать 

dq/dt = е - (1/д) V • F. (4.40) 

Методы расчета е, если это скорость генерации термоядерной энергии на 
единицу массы, подробно описаны в книгах по внутреннему строению звезд 
(например, [83, 99, 146]). Поскольку в настоящей книге источники термоядер¬ 
ной энергии обычно не будут интересовать нас непосредственно, мы только 
отметим, что выражение е = е(р, Т, химический состав) часто можно пред¬ 
ставить с достаточной для сравнительно небольшого диапазона р и Т точнос¬ 
тью в виде простой степенной зависимости (см. [83, 99, 146]). 

В астрофизических условиях наиболее важный вклад в полный поток тепла 
F вносят лучистый и конвективный потоки. Поток вследствие теплопровод¬ 
ности, если она существенна, можно рассмотреть формально по аналогии с 
лучистым потоком (см., например, [146]). Обычно лучистый поток не вызы¬ 
вает никаких серьезных проблем, за исключением, возможно, случаев чрезвы¬ 
чайно быстрых колебаний блеска (с частотами порядка или даже больше об¬ 
ратной величины от времени прохождения светом поперечника системы), а 
также за исключением самых внешних оптически тонких слоев очень протя¬ 
женных звездных атмосфер. Оба эти эффекта тщательно и всесторонне рас¬ 
смотрены Кастором [69]; сейчас продолжаются исследования в данном на¬ 
правлении. 

Вклад конвективного переноса в поток F создает серьезные теоретические 
трудности, которые значительно возрастают в случае приложения теории 
конвекции к пульсирующим звездам. В этих приложениях необходимо ис¬ 
пользовать теорию неустановившейся конвекции, поскольку в некоторых об¬ 
ластях пульсирующей звезды характерные времена конвективных движений, 
по-видимому, того же порядка величины, что и период пульсаций. Подходя¬ 
щей теории неустановившейся конвекции пока не существует, хотя уже был 
сделан ряд попыток — от относительно простых до чрезвычайно слож¬ 
ных — по разработке рекомендаций (если не самой теории) для рассмотрения 
такой неустановившейся конвекции (обсуждение некоторых из этих попыток 
и соответствующие ссылки можно найти, например, в [133, §9.8.1]; более по¬ 
здние исследования упоминаются в гл. 19). 

Интегральный лучистый поток в звездных недрах обычно можно вычис¬ 
лить по формуле, основанной на приближении лучистой теплопроводности: 

F * — *А(ъ/хр)Ѵ В(Т) = — *А (-K/xp)[dB(T)/dT) V Т, (4.41) 

где В(Т) — проинтегрированная по частотам функция Планка, а х — непро¬ 
зрачность (росселандово среднее). Детальное рассмотрение условий, при ко¬ 
торых справедливо это приближение, представлено, например, в [146]; см. 
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также [69]. Усовершенствованный подход описан, например, в [588, Арр. А]. 

К настоящему времени составлены подробные таблицы непрозрачности 
(например, [126,127]). Однако для сравнительно небольших интервалов изме¬ 
нений плотности р и температуры Т часто достаточно хороши простые фор¬ 
мулы со степенной зависимостью х от р, Т и химического состава. 

4.4. Общее обсуждение уравнений 

В этом разделе мы покажем, что рассмотренных основных уравнений: нераз¬ 
рывности, импульса, энергии, приращения и потерь тепла — вместе с со¬ 
ответствующими уравнениями состояния оказывается в принципе достаточ¬ 
но для полного описания поведения интересующей нас жидкости со временем 
при условии, что имеется еще некоторая дополнительная информация. Под 
уравнениями состояния мы понимаем, в частности, уравнения для расчета та¬ 
ких величин, как давление, внутренняя энергия, непрозрачность и скорость ге¬ 
нерации термоядерной энергии, в зависимости от химического состава, плот¬ 
ности и температуры. Дополнительная информация включает в себя подхо¬ 
дящие начальные и граничные условия (см. ниже), а также знание всех объем¬ 
ных сил, действующих на систему. Для простоты будем предполагать, что 
турбулентность в жидкости отсутствует, все напряжения сводятся к чистому 
термодинамическому давлению и всюду средняя длина свободного пробега 
фотона мала по сравнению с рассматриваемыми характерными размерами. 
Более общий подход не меняет существа задачи и лишь усложняет ее. 

Примем для определенности, что все интересующие нас характерные вре¬ 
мена малы по сравнению с временем, необходимым для заметного изменения 
химического состава в результате термоядерных реакций. Поэтому химиче¬ 
ский состав среды можно считать постоянным. Кроме того, предположим, 
что единственной объемной силой является гравитация, а значит, ее можно 
вычислить в любой момент времени, исходя из мгновенного распределения 
вещества (см. разд. 4.5). 

В качестве начальных условий выберем температуру Т, плотность р и ско¬ 
рость жидкости ѵ как известные функции вектора Г, определяющего точку 
наблюдения, и начального момента времени t. На основе этих данных можно 
вычислить градиент температуры ѴГ и градиент скорости Ѵѵ. Кроме того, 
можно вычислить давление Р (из уравнения состояния) и градиент давления 
ѴР, дивергенцию теплового потока V • F и скорость генерации термоядерной 
энергии е, а значит и результирующую скорость приращения тепла на едини¬ 
цу массы, dq/dt = е — p~ l V- F, объемную силу на единицу массы f и все 
другие необходимые величины. Все приведенные величины являются функ¬ 
циями от г и начального момента времени t. 

В таком случае ясно, что вычисления на основе уравнений неразрывности, 
импульса и энергии дадут значения р, » и Г во всех точках г и для несколько 
более позднего момента t + Л. Но это и есть та самая информация, которую 
мы приняли в качестве начальных условий в начальный момент времени t. 

Понятно поэтому, что, продолжая вычисления шаг за шагом во времени, 
мы можем проследить в принципе всю дальнейшую эволюцию системы. 
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Обратите внимание, что это возможно только при одновременном использо¬ 
вании всех основных уравнений. Следовательно, имеется как раз столько 
уравнений, сколько необходимо для решения поставленной задачи. 

4.5. Гравитационное поле 

В большей части книги мы будем предполагать, что единственной объемной 
силой в звезде является ее собственное тяготение, которое и обеспечивает си¬ 
лу {, действующую на единицу массы жидкости. В соответствии с этим силу f 
необходимо вычислять исходя из гравитационного потенциала, который в 
свою очередь определяется из решения уравнения Пуассона 

ѴѴ = 4ж Gp, (4.42) 

где G — гравитационная постоянная. Как хорошо известно (см. любой учеб¬ 
ник теоретической физики или теории потенциала, например [289]), решение 
уравнения (4.42), представляющее физический интерес, имеет вид 

ф(г,0 = -G j р(х, /)1х - гі ~'ёт', (4.43) 

где интегрирование проводится по всему объему системы (т.е. по всем обла¬ 
стям, где р 0) (рис. 4.1). Сила f равна градиенту этого потенциала: 

f (Г, О = -Ѵ^(Г, /). (4.44) 

В астрофизике f обычно обозначают через g — ускорение силы тяжести. 

dm (х, г) =p(x,t)dr' 



Начало координат 


рис. 4.1. К выводу гравитационного потенциала. 

Уравнение Пуассона иногда удобно записать в виде двух дифференциаль¬ 
ных уравнений первого порядка вместо одного уравнения второго порядка. 
Эти два уравнения следующие: 

V-f=— 4тг Gp (4.45) 


уравнение (4.44). 
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4.6. Теорема сохранения энергии 
для самогравитирующей системы 
В этом разделе мы применим закон сохранения тепловой и механической 
энергии (разд. 4.2) к системе, в которой единственной объемной силой явля¬ 
ется собственная гравитация. 

Сначала определим полную гравитационную потенциальную энергию си¬ 
стемы посредством следующих соотношений: 

Ф = - 'AG I j р(х, 1)еІт'р(Г, /)ІХ — ГІ -| dr = (4.46) 

= Vi j p(r, t)i (r, t)dr. (4.47) 

Множитель /г учитывает тот факт, что потенциальная энергия каждой пары 
элементов массы р(х, t)dr' ир(г, t)dr дважды подсчитывается в двойном ин¬ 
теграле (4.46). Оба этих интеграла следует брать по всему объему жидкости. 
Равенство (4.47) обусловлено тем, что один из интегралов в (4.46) совпадает с 
выражением (4.43) для ф (г, I). 

Определим также полную кинетическую и полную внутреннюю энергии 
системы соответственно: 

.5-'- j Vipv 2 d T , (4.48) 

V 

U * j рЕ dr. (4.49) 


Если теперь проинтегрировать уравнение (4.25) по всему объему системы и 
выполнить некоторые преобразования, то можно получить следующее урав¬ 
нение: 

d-i/dt = j p(dq/dt)dr - $(¥■ Р + рфч/ 2) dS, (4.50) 


где 

**f+U+ Ф. (4.51) 

Во многих случаях поверхностный интеграл в (4.50) обращается в нуль. 
Например, на поверхности S могут обращаться в нуль величины Рид. Если 
этого не происходит и если Р = РО, то может обращаться в нуль нормальная 
составляющая скорости ѵ (как, например, в равномерно вращающейся 
звезде), и тогда v dS = 0. Тогда имеем 

d*/dt = j p(dq/dt)dr, (4.52) 

откуда следует, что величина Ф может изменяться только в результате на¬ 
копления или потерь тепла системой. Поэтому величину Ф можно рассматри¬ 
вать как полную энергию системы. 


4-362 
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При наличии теплового равновесия в звезде величина dq/dt всюду мала 
[см. уравнение (4.40)]. У такой звезды изменение энергии Ф со временем, со¬ 
гласно уравнению (4.52), происходит очень медленно. (Вследствие медленно¬ 
го изменения химического состава в ходе звездной эволюции величина Ф не 
может быть строго постоянной: внутреннее строение звезды медленно меня¬ 
ется в ходе эволюции. Поэтому правая часть уравнения (4.52) никогда не рав¬ 
на в точности нулю, даже если звезда находится практически в тепловом рав¬ 
новесии.) 

Если е = 0, то из уравнения (4.52) следует, что потери энергии с поверхно¬ 
сти сопровождаются соответствующим уменьшением полной энергии систе¬ 
мы. Если в звезде нет никаких источников энергии, то уравнение (4.53) описы¬ 
вает процесс гравитационного (кельвиновского) сжатия (подробнее см. в кни¬ 
гах по внутреннему строению звезд). 

Укажем частный случай уравнения (4.50). Используем первое начало тер¬ 
модинамики в форме (4.28) для исключения члена dq/dt. Когда напряжения 
сводятся к чистому давлению, имеем Р : (Ѵѵ) = Ppd(\/p)/dt (с учетом урав¬ 
нения неразрывности) и, пренебрегая поверхностным интегралом, получаем 

d(.T+ b)/dt = j \Pd(\/p)/dt^dm, (4.53) 

где интегрирование проводится по полной массе системы. Этот результат — 
частный случай теоремы сохранения механической энергии, и он устанавлива¬ 
ет, что скорость изменения суммы кинетической и гравитационной потенци¬ 
альной энергии всей системы равна полной работе Pd V/dt, совершаемой все¬ 
ми элементами массы над окружающими их слоями вещества в единицу вре¬ 
мени. Эквивалентная форма записи уравнения (4.53) такова: 

mm ad = О, (4.54) 

где 

(f№/dt) ad = d{&~+ Ф )/dt - j [Pd(\/p)/dt\dm, (4.55) 

причем (dV/dt) ad = (d'i/dt) для случая адиабатического движения, т.е. при 
dq/dt = 0. 

Возможно дальнейшее обобщение теоремы энергии (4.50) для учета эффек¬ 
тов магнитных полей и крупномасштабных электрических токов, но здесь мы 
на этом останавливаться не будем (см., например, [15, 79, 111]). 

ГЛАВА 5 

ЛИНЕЙНАЯ ТЕОРИЯ 

В этой главе мы будем иметь дело в основном с так называемыми линеаризо¬ 
ванными уравнениями гидродинамики с учетом переноса тепла. Общий 
смысл этого термина будет разъяснен в разд. 5.1 и там же будут указаны не¬ 
которые важные случаи использования этих уравнений. В разд. 5.2 проведено 
довольно подробное обсуждение того, что подразумевается под состояниями 
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равновесия в звездах, и будут рассмотрены различные виды равновесия, изу¬ 
чаемые в астрофизике. В разд. 5.3 дано определение двух главных типов вари¬ 
аций, используемых в линейной теории, а в разд. 5.4 будут выведены и про¬ 
анализированы некоторые из основных линеаризованных уравнений. Нако¬ 
нец, в качестве простого примера использования этих уравнений в разд. 5.5 
будут кратко рассмотрены адиабатические звуковые волны. 

5.1. Введение 

Общие уравнения, рассмотренные в гл. 4, образуют систему нелинейных диф¬ 
ференциальных уравнений в частных производных, аналитические решения 
которой существуют, вообще говоря, только для определенных случаев (как 
правило, неинтересных и весьма нереалистичных). Однако если известно 
частное решение, которое мы будем называть «невозмущенным», то часто 
представляет интерес найти другое решение (или, возможно, другие 
решения), которое мы будем называть «возмущенным» и которое в некото¬ 
ром смысле лишь немного отличается от невозмущенного решения. (Можно 
рассматривать оба эти решения как два возможных пути эволюции системы, 
отличающиеся друг от друга из-за различия начальных условий, причем ос¬ 
новные уравнения допускают существование обоих путей.) 

Если два решения лишь немного различаются между собой, то каждую за¬ 
висимую переменную для возмущенного решения можно представить как 
сумму соответствующей зависимой переменной для невозмущенного реше¬ 
ния и малой поправки, т.е. малой вариации, или возмущения. Подставляя вы¬ 
раженные таким образом зависимые переменные в уравнения, замечая при 
этом, что невозмущенное решение также является решением уравнений, и 
пренебрегая степенями вариаций выше первой, а также произведениями вари¬ 
аций, мы получим систему дифференциальных уравнений в частных произ¬ 
водных, решение которой дает поведение вариаций зависимых переменных в 
пространстве и во времени, при условии, что определены соответствующие 
начальные и граничные условия. Огромное преимущество полученной систе¬ 
мы уравнений заключается в том, что эти уравнения линейные и чтобы ре¬ 
шить их относительно вариаций, можно использовать хорошо известные ма¬ 
тематические методы. 

Примером могут служить малые колебания системы относительно неко¬ 
торого равновесного состояния (см. ниже разд. 5.2). 

Вопрос о существовании таких колебаний в природе приводит к более глу¬ 
бокому рассмотрению линеаризованных уравнений, а именно к так называе¬ 
мой линейной теории устойчивости (хорошее изложение этой теории см., 
например, в книге Чандрасекара [72, Ch. 1]). Эта теория исследует вопрос о 
том, будет ли некоторое заданное решение (невозмущенное решение) устой¬ 
чивым или неустойчивым относительно малых возмущений. По-видимому, 
явление, описываемое этим решением, могло бы длительное время существо¬ 
вать в природе только в том случае, если бы оно было устойчивым относи¬ 
тельно всех видов возмущений, которым может быть физически подвержена 
система. 
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Если рассматриваемая система — звезда, совершающая малые колебания 
относительно равновесного состояния, то, вероятно, она когда-то стала неу¬ 
стойчивой относительно таких колебаний. При наличии подобной неустойчи¬ 
вости колебания возникают самопроизвольно, поскольку в природе всегда су¬ 
ществует множество малых случайных флуктуаций физических условий. За¬ 
тем амплитуда нарастающих колебаний, вероятно, достигла наблюдаемой 
величины (в общем случае колебания могут быть уже нелинейными). 

Такие самовозбуждаемые колебания, которые могут быть результатом 
неустойчивости относительно бесконечных малых возмущений, часто назы¬ 
вают колебаниями с «мягким» самовозбуждением (см. [345, р. 550]). Если ко¬ 
лебания представляют собой пульсации, то говорят, что система пульсацион- 
но неустойчива (или «сверхустойчива», по терминологии Эддингтона [197, 
§135] *). Обоснованием терминологии Эддингтона служит, по-видимому, то, 
что в подобной системе возвращающие силы, сопровождающие отклонение 
из состояния равновесия, настолько велики, что вызываемое ими отклонение 
в «противоположную сторону» от равновесия больше первоначального от¬ 
клонения. 

Колебания, которые могут нарастать только после того,как на систему 
наложено конечное возмущение, часто называют колебаниями с «жестким» 
возбуждением. Некоторой аналогией служит теплота химической реакции: 
многие химические процессы начинаются только после достижения опреде¬ 
ленной температуры. Ко времени написания настоящей книги (1978) в астро¬ 
физической литературе, насколько нам известно, не было описано ни одного 
случая жесткого возбуждения звездных колебаний. Если такие колебания дей¬ 
ствительно почти не встречаются в природе, то линейная теория, очевидно, 
имеет исключительное значение для объяснения реально пульсирующих 
звезд, что, впрочем, обычно подразумевается без какой-либо аргументации. 
(Однако, как было отмечено Кристи [93], Стеллингверфом [546] и другими, 
детальное поведение реальной пульсирующей звезды вовсе не должно в точ¬ 
ности соответствовать предсказаниям линейной теории; см., например, 
[133].) 

Конечно, неустойчивость не обязательно должна иметь осциллирующий 
характер. Например, она может быть апериодической. Примеры неустойчи¬ 
вости такого рода — динамическая и вековая неустойчивость в звездах. Оба 
эти вида неустойчивости представляют соответственно нарастающие откло¬ 
нения от гидростатического и теплового равновесия. (Однако вековые неу- 


* Неудачный русский термин «сверхустойчивый» как эквивалент английского 
«overstable» сохранен здесь лишь в связи с последующим разъяснением терминологии 
Эддингтона. В дальнейшем термины «overstable» и «overstability» переводятся соот¬ 
ветственно как «колебательно неустойчивый» и «колебательная неустойчивость». По¬ 
нятия колебательной, пульсационной и вибрационной неустойчивости в данной книге 
эквивалентны — все они соответствуют неустойчивости, приводящей к возникнове¬ 
нию колебаний в гидродинамической шкале времени. Исключение представляет 
разд. 19.6, где термин «пульсационная неустойчивость» охватывает и вековую неус¬ 
тойчивость. — Прим, перев. 
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стойчивости иногда могут иметь осциллирующий характер, см., например, 
[10, 11, 163, 252, 256, 260, 411].) Характерное время развития динамической 
неустойчивости обычно порядка времени свободного падения < ff , а вековой 
неустойчивости порядка кельвиновского времени t K (гл. 2). 


5.2. Обсуждение равновесных состояний 

Будем предполагать, что звездное вещество ведет себя как сплошная среда. 
Кроме того, примем для простоты, что все напряжения сводятся к термоди¬ 
намическому давлению (разд. 4.2), все объемные силы обусловлены собствен¬ 
ной гравитацией и основной источник энергии связан с ядерными превраще¬ 
ниями, т.е. с ядерными рекциями. Будет ли состояние полного равновесия, 
характеризуемое отсутствием движений жидкости во всех точках системы и в 
любой момент времени, т.е. 

v(r, t) • 0, (5.1) 

решением уравнений гидродинамики с учетом переноса тепла? (Если специ¬ 
ально не оговорено, то мы всегда будем предполагать, что все скорости изме¬ 
ряются относительно центра масс системы.) 

Если химический состав среды меняется вследствие ядерных превращений, 
то уравнения энергии, представленные в п. 4.2в, должны быть соответствую¬ 
щим образом обобщены. Это обобщение легко осуществить, рассматривая 
термодинамические величины как функции не только двух термодинамиче¬ 
ских переменных, но еще и химического состава системы. Зададим химиче¬ 
ский состав с помощью относительных содержаний (по массе) jc ( различных 
элементов. Легко показать, что в уравнение, вытекающее из первого начала 
термодинамики и записанное в одной из возможных форм [например (4.30а)], 
следует ввести дополнительный член. Этот член включает в себя величины 
X/, где точка означает субстанциональную производную. 

Ясно, что скорость генерации энергии в ядерных реакциях на единицу мас¬ 
сы е зависит от х ( . А сами величины x t определяются в общем случае систе¬ 
мой из л уравнений ядерной кинетики: 

(х . ,х п ,р,Т) і = 1.л, (5.2) 

где л — полное число различных атомных ядер в системе. Конкретный вид 
этих уравнений не существен для настоящего рассмотрения (см., например, 
[99, Ch. 7; 465]). 

На вопрос, поставленный выше, мы попытаемся ответить, предположив, 
что состояние ѵ(г, /) * 0 является решением уравнений, и затем тщательно 
рассмотрим вытекающие отсюда следствия. Исходя из основных уравнений, 
приведенных в гл. 4, легко показать, что если не приписывать физической си¬ 
стеме очень экзотических (и, вероятно, неестественных) свойств, то все про- 
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изводные физических переменных по времени должны обращаться в нуль. А 
тогда 

е — (1/р)Ѵ- F = 0 (5.3) 

и, кроме того, 

e = 0, (5.4) 

откуда следует, что 

L = 0. (5.5) 

Таким образом, не будет никаких потерь энергии из системы. Если такой фи¬ 
зической системой является звезда, то она должна иметь температуру меж¬ 
звездного пространства, т.е. около 3 — 4 К! 

Мы приходим к выводу, что состояние Ѵ(Г, /) * 0 является решением 
уравнений только в таких не представляющих интереса случаях, как, скажем, 
черный карлик, черная нейтронная звезда или облако покоящегося межзвезд¬ 
ного газа при температуре межзвездного пространства *. Кроме того, отсю¬ 
да же следует, что ни одна подобная звезде система, которая теряет энергию 
в окружающее пространство (т.е. имеет L > 0), не может находиться в иде¬ 
ально статическом состоянии с v(r, t) * 0. Следовательно, такие системы 
должны с течением времени эволюционировать. К такому выводу можно бы¬ 
ло бы прийти и из простых соображений, основанных на обычной термоди¬ 
намической необратимости суммарных потерь тепла из системы и, как 
следствие, на приближении системы к состоянию термодинамического рав¬ 
новесия. Следует с удовлетворением отметить, что наши уравнения также 
приводят к указанному выводу. 

Если ограничиться рассмотрением интервалов времени, достаточно ко¬ 
ротких, чтобы можно было пренебречь і,- (во всех выражениях,за исключени¬ 
ем е), т.е. рассматривать интервалы много короче ядерного времени (гл. 2), 
тоѵ(Г, t) ш 0 может служить приближенным решением уравнений. Тогда все 
еще выполняется соотношение (5.3), которое является условием теплового 
равновесия (энергетического баланса во всей системе) (см., например, [146, 
Ch. 5]). Уравнения, описывающие данное состояние,— это обычные уравне¬ 
ния внутреннего строения стационарных звезд, дополненные соответствую¬ 
щими уравнениями состояния (разд. 4.4). Отметим, что уравнения внутренне¬ 
го строения образуют систему обыкновенных, но нелинейных дифференци¬ 
альных уравнений. 

Рассмотрим еще один интересный случай, когда система очень близка к 
состоянию гидростатического равновесия и когда е = 0 (отсутствует ядерное 
энерговыделение), но L > 0. Примером является звезда на стадии гравитаци¬ 
онного сжатия к главной последовательности. Легко показать, что в этом 
случае соотношение ѵ (г, /) = 0 не может быть решением уравнений, и поэто- 


* Еще одна возможность, по крайней мере в принципе, — это черная дыра. Одна¬ 
ко,поскольку наш анализ по определению нерелятивистский, такой объект не может су¬ 
ществовать в рамках рассматриваемой теории. 
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му должны происходить макроскопические движения. Тем не менее такие 
движения могут оказаться настолько медленными, что производные от ско¬ 
рости ѵ по времени, т.е. ускорения элементов массы, будут пренебрежимо 
малы. По порядку величины эти скорости должны быть сравнимы с отноше¬ 
нием радиуса звезды R к кельвиновскому времени t K (гл.2): 

I ѵ I - R/t K - \0~ 4 LR 2 /M 2 см/с, (5.6) 

где L, R и М выражены в солнечных единицах. При L = R = М = 1 
I ѵ I * 30 м/год. В таком случае имеем прежние уравнения внутреннего стро¬ 
ения, только уравнение (5.3) следует заменить одной из форм уравнения энер¬ 
гии. Отметим, что,поскольку теперь все физические переменные зависят как 
от положения, так и от времени, эти уравнения образуют систему дифферен¬ 
циальных уравнений в частных производных. Состояния, описываемые эти¬ 
ми уравнениями, иногда характеризуют как квазиравновесные, как состояния 
квазигидростатического равновесия или как состояния с нарушенным тепло¬ 
вым равновесием. 

Чтобы изучать поведение систем в течение произвольно больших интерва¬ 
лов времени, достаточных для изменения химического состава в ядерных 
превращениях, при условиях, что система всегда очень близка к состоянию 
гидростатического равновесия, необходимо к системе уравнений, упомяну¬ 
той в предпоследнем абзаце, добавить лишь уравнения кинетики (5.2) для лг ( 
(при этом все уравнения должны рассматриваться как уравнения в частных 
производных). Именно такую систему уравнений и решают при современных 
расчетах звездной эволюции. 

Если специально не оговорено, то под термином «равновесие» мы всегда 
будем подразумевать состояние, описываемое уравнениями внутреннего 
строения стационарных звезд. 

Наконец, необходимо отметить, что любое «равновесное» решение, ха¬ 
рактеризуемое выполнением условия »(г, /) ■ 0 в том или ином приближе¬ 
нии, может существовать, но при этом может быть неустойчивым. Такая не¬ 
устойчивость может быть пульсационной, динамической или вековой. Нали¬ 
чие неустойчивостей, если они существуют, часто выявляется посредством 
решения линеаризованных уравнений, к рассмотрению которых мы и перехо¬ 
дим. 


5.3. Эйлеровы и лагранжевы вариации 

В линейной теории используют, как правило, два типа вариаций — эйлеровы 
и лагранжевы. 

Рассмотрим некоторое частное «невозмущенное» решение уравнений гид¬ 
родинамики с учетом переноса тепла. Будем обозначать это решение индек¬ 
сом 0. Следовательно, в этом решении положение в момент t некоторого вы¬ 
деленного элемента жидкости, характеризуемого лагранжевыми независи¬ 
мыми переменными о,, а 2 и а ъ (в трехмерном пространстве), может быть 
представлено вектором 

r O= r o( fl l ,a 2> e 3- , ) = r o( a -') 


(5.7) 
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(рис. 5.1), где мы для краткости обозначили тройку чисел в,, а 2 , а з как вектор 
а *. Невозмущенное решение часто описывает равновесную или квазиравно- 
весную конфигурацию, в которой Г 0 , возможно, не зависит от t или медленно 
изменяется с / (однако в этом разделе совсем необязательно, чтобы невозму¬ 
щенное решение представляло именно такую медленно изменяющуюся кон¬ 
фигурацию). В «возмущенном» решении для той же физической системы по¬ 
ложение того же самого элемента жидкости в момент t записывается в виде 
г = г(д,, а 2 , а 3 , г) = r(a, t). (5.8) 

Тогда смещение (или лагранжево смещение) элемента жидкости в момент t 
относительно его положения в невозмущенном решении определяется соот¬ 
ношением 

5г - г(д,, а 2 , в 3 , /) - г 0 (а,, а 2 , а 3 , t) = бг(а, /)• (5.9) 

Ясно, что в представлении Лагранжа величина бг рассматривается как 
функция от а, и времени. Однако,поскольку для каждой пары а и / (т.е. для 
каждого элемента жидкости) уравнения (5.7) определяют соответствующее 
положение элемента в невозмущенном течении, можно с таким же успехом 
считать бг функцией от г 0 и t: 

6r = 6r(r 0 ,t). (5.10) 

Наконец, если описывать лагранжевы смещения бг в представлении Эйлера, 
то их следует рассматривать как переменные пбля, зависящие от (произволь¬ 
ной) точки наблюдения г и от I: 

бг = бг(г, /). (5.11) 

Рассмотрим теперь произвольную физическую величину, которую обозна- 



рис. 5.1. Иллюстрация к понятию лагранжева смещения бг. Сплошная волнистая ли¬ 
ния и соответствующие кубики показывают возмущенное движение элемента жидко¬ 
сти массой dm, а штриховые линии — невозмущенное движение этого же элемента. 


* Конечно, не всякая тройка чисел может образовать вектор. Однако,поскольку 
символы в,, а 2 , а } часто обозначают компоненты радиус-вектора а, эта запись не 
должна вызывать недоразумений. 
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чим через/в общем решении и через/ 0 в невозмущенном решении. В пред¬ 
ставлении Эйлера, где/ и/ 0 считаются функциями точки наблюдения г и вре¬ 
мени t, часто бывает удобно использовать эйлерову вариацию, которую мы 
здесь и всюду в этой книге будем обозначать штрихом. Таким образом эйле¬ 
рова вариация физической величины / определяется как 

/'(г,/)-/(г, 0-/ О (г, О. (5.12) 

т.е. эйлерова вариация /' — это разность между значениями / в возмущен¬ 
ном и невозмущенном решениях, вычисленная в данной точке наблюдения г в 
заданный момент времени t. Следовательно, образуя /' при заданных г и /, 
мы фактически сравниваем свойства, вообще говоря, двух различных элемен¬ 
тов жидкости в двух указанных решениях. 

Отметим, что операция нахождения эйлеровой вариации, очевидно, ком¬ 
мутативна с операциями вычисления градиента V и производной d/dt. 

Часто желательно сравнить для некоторого момента времени свойства за¬ 
данного элемента жидкости в двух решениях. Этой цели служит лагранжева 
вариация, обозначаемая здесь и всюду в этой книге символом б. Лагранжева 
вариация некоторой физической величины / определяется соотношением 

«/-/(а, О-/„(а, О- (5.13) 

Иногда в литературе эйлерову вариацию величины /обозначают 5/, а лагран- 
жеву — Д/. 

Есть еще один способ записи выражения (5.13). Величину/в правой части 
можно считать функцией точки наблюдения г и времени /. Элемент жидко¬ 
сти, находящийся в момент t в точке г, можно отождествить, решая уравне¬ 
ния (5.8) относительно в,-. Тогда положение г 0 этого же элемента жидкости в 
этот же момент t в невозмущенном решении можно определить, подставляя 
найденные значения а, в уравнение (5.7). Тогда, рассматривая/, в правой ча¬ 
сти (5.13) как функцию от только что определенного г 0 и от I, мы можем быть 
уверены в том, что действительно сравниваем свойства одного и того же эле¬ 
мента жидкости в двух решениях. Таким образом, имеем 

«/ -/(г. О—/ 0 (г 0 Л), (5-14) 

где г и г 0 связаны между собой через (5.7) и (5.8), причем г — г 0 = бг. 

Из уравнения (5.14) удобнее всего получить связь между эйлеровой/' и ла- 
гранжевой б/ вариациями. Прибавляя и вычитая в правой части величину 
/,(Г, /) и используя определение вариации/' (5.12), имеем 

«/ = /' + 1/ 0 (г, 0-/о(г 0 ,/>], (5.15) 

Хотя это соотношение является точным, более удобна и более распростране¬ 
на его приближенная форма, которую получают, разлагая член в квадратных 


скобках в ряд Тейлора относительно точки г 0 и 


го порядка по бг: 


«/ = /'+ (бг)- Ѵ/ 0 . 


ограничиваясь членами перво- 
(5.16) 


Конечно, с точностью до первого порядка по бг величину V/, можно при же¬ 
лании заменить на V/. 
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Величина 6/ коммутативна с субстанциональной производной d/dt: 

d{bf)/dt = h(df/dt). (5.17) 

это соотношение является точным, что следует из определения лагранжевой 
вариации (5.43) и по самому смыслу субстациональной производной как про¬ 
изводной по времени для заданного элемента жидкости [при дифференциро¬ 
вании величины а, в (5.13) считаются постоянными]. 

Однако соотношение (5.17) остается справедливым (но уже с точностью 
до первого порядка малости) и в том случае, если использовать представле¬ 
ние Эйлера и если в соответствии с этим записать субстаішональную произ¬ 
водную через локальную производную d/dt и «конвективный» оператор ѵ- V 
[см. соотношение (4.1)]. Доказательство проведено двумя способами в рабо¬ 
те [356]. Справедливость этого соотношения (с точностью до первого поряд¬ 
ка малости) можно показать и непосредственным вычислением, используя 
некоторые из рассмотренных выше понятий и соотношений. 

На основе приведенных результатов можно отметить следующие общие 
правила (справедливые по крайней мере с точностью до первого порядка 
малости): 

1) оператор ' не коммутативен с d/dt; 

2) оператор 5 не коммутативен ни с d/dt, ни с V. 

С другой стороны, 

3) оператор ' коммутативен с d/dt и V; 

4) оператор 6 коммутативен с d/dt. 

Рассмотрим теперь соотношение между скоростью жидкости ѵ и смеще¬ 
нием 6г. 

Снова рассмотрим два возможных течения жидкости: возмущенное и не¬ 
возмущенное, которые являются решениями уравнений гидродинамики с уче¬ 
том переноса тепла (рис. 5.1). Пусть г и г 0 характеризуют положение одного и 
того же элемента жидкости в момент t в этих двух течениях, причем г и г 0 свя¬ 
заны между собой уравнениями (5.7) и (5.8). Тогда скорость жидкости ѵ(г, /) в 
возмущенном течении определяется соотношением 

Ѵ(Г, Г) ■ dt/dt. (5.18) 

Аналогично, скорость жидкости v 0 (r 0 , t) в невозмущенном течении равна 

ѵ 0 (г 0 , Г) - dt 0 /dt. (5.19) 

Таким образом, ѵ и ѵ 0 описывают движения одного и того же элемента жид¬ 
кости в двух течениях. В соответствии с этим имеем 

ѵ(г, /) - ѵ 0 (г 0 , /) = d(Sr)/dt = 6v, (5.20) 

где 6r — лагранжево смещение и где во втором равенстве мы использовали 
коммутативность операторов 6 и d/dt; 6ѵ — лагранжева вариация скорости. 
Отметим, что второе равенство можно записать в виде 
бѵ = d(5r)/dt = d(Sr)/dt + ѵѴ(бг). 


(5.21) 
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Эйлерова вариация скорости »' определяется как разность скоростей двух 
течений в одной и той же точке г в момент /: 

»■' ■ Ѵ(Г, t) - v 0 (r, t). (5.22) 

Используя соотношение (5.16) между обеими вариациями (справедливое с 
точностью до первого порядка), имеем • 

6ѵ = ѵ' +’ («г)-Ѵѵ, (5.23) 

ѵ' = d(bt)/dt + v • V(6г) - (6r) Vv. (5.24) 

Два первых члена в правой части (5.24) — это как раз d(6r)/dt. 

В важном частном случае, когда невозмущенное решение соответствует 
равновесному состоянию сѵ 0 ■ 0, мы с точностью до первого порядка мало¬ 
сти имеем 

ѵ = 6ѵ = У' = d(br)/dt = d(Sr)/dt. (5.25) 

Таким образом, в данном случае нет необходимости делать различие между 
двумя типами вариаций скорости или между двумя типами производных по 
времени, а сама скорость ѵ является величиной первого порядка малости. 

.5.4. Линеаризованные уравнения 

В этом разделе мы получим некоторые линеаризованные уравнения гидроди¬ 
намики с учетом переноса тепла. 

5.4а. УРАВНЕНИЕ НЕРАЗРЫВНОСТИ 
Начнем с уравнения неразрывности (4.4), записывая 

Р(г, t) = p 0 (x,t) + р'(х, /), (5.26) 

и т.д., где индексом 0 обозначены величины в невозмущенном течении, а 
штрихами — эйлеровы вариации. Подставляя (5.26) в (4.4), получим линеа¬ 
ризованное уравнение неразрывности: 

др' /dt + Ѵ-(р 0 Ѵ' + р'У 0 ) = 0. (5.27) 

Отметим, что поскольку невозмущенное течение по предположению явля¬ 
ется решением уравнений, линеаризованные уравнения можно получить и бо¬ 
лее прямым способом, просто рассматривая штрих как обычный дифферен¬ 
циальный оператор, действующий на исходные нелинейные уравнения. Одна¬ 
ко необходимо всегда учитывать четыре правила коммутативности, сформу¬ 
лированные в разд. 5.3. 

В важном частном случае, когда ѵ 0 *Ои соответственно dp 0 /dt я 0 и 
V' = V, уравнение (5.27) принимает вид 

др'/дІ + Ѵ-(р 0 ѵ) = 0. (5.28) 

Это более распространенная форма линеаризованного уравнения неразрыв¬ 
ности. (Следует напомнить, что с точностью до первого порядка малости 
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безразлично, писать или опускать индекс 0 у невозмущенных величин, т.е. не¬ 
возмущенные величины можно заменить на возмущенные.) 

Иногда оказывается полезным и «интегральное» уравнение неразрывно¬ 
сти. Его легче всего получить, если записать в (5.28)» = д(6т)/ді и учесть, что 
величина р 0 в этом уравнении не зависит от t. Интегрируя по времени и выби¬ 
рая постоянную интегрирования так, чтобы р' = 0 при 6г =0, получаем 

Р' + Ѵ[р 0 (6г)] = 0, (5.29а) 

или 

5р + Р 0 Ѵ(5г) = 0. (5.296) 

Хотя уравнения (5.29) были получены в предположении Ѵ 0 * 0, они спра¬ 
ведливы и при ѵ 0 Ф 0. Этот результат, по-видимому, проще всего получить, 
взяв лагранжеву вариацию от обеих частей уравнения неразрывности в пред¬ 
ставлении Лагранжа [уравнение (4.10]) для случая, когда оба радиус-вектора г 
и а (характеризующие положение одного и того же элемента жидкости в про¬ 
извольный момент времени г и в некоторый фиксированный предшествую¬ 
щий момент, например t = 0) записываются в проекциях на оси заданной де¬ 
картовой системы координат, и выполнить затем небольшие преобразова¬ 
ния. См. также [238, р. 357]. 

Еще одно доказательство справедливости уравнений (5.29) при ѵ 0 Ф 0 
представил Айземан (1974, частное сообщение). Недостаток места не позво¬ 
ляет привести это доказательство полностью, но хотя бы краткий набросок 
его будет поучительным. 

Айземан подставил выражение (5.24) в линеаризованное уравнение нераз¬ 
рывности (5.27). После некоторых преобразований с учетом нескольких век¬ 
торных тождеств он привел это уравнение к виду dA/dt + V-^Vq) = 0, где 
А в р' + Ѵ [р 0 (бг)]. Единственным решением данного уравнения, имею¬ 
щим физический смысл, является частное решение А = const в пространстве 
и во времени. А тогда /IV ■ ѵ 0 = 0, и поскольку величина ѵ 0 произвольная, то 
отсюда следует /1=0, что совпадает с уравнением (5.29а). 


5.46. УРАВНЕНИЕ ИМПУЛЬСА 

Уравнение импульса мы рассмотрим здесь только для случая, когда все на¬ 
пряжения сводятся к чистому давлению. Используя выражение (4.1) для суб¬ 
станциональной производной и беря затем эйлерову вариацию от обеих 
частей общего нелинейного уравнения импульса (4.17), получаем 

Эѵ'/ЭГ + »' -Ѵѵ 0 + ѵ 0 Ѵ*' = (p'/pl)4P 0 - (1 /р 0 )ѴЯ' + I'. (5.30) 

В частном случае, когда невозмущенное состояние является равновесным с 
ѵ 0 * 0, имеем ѵ' = ѵ и, следовательно, 

Эѵ/ЭГ = (р'/р г )ѴР - (1/р)ѴЯ' + f ' , (5.31) 

где индекс 0 опущен. Это более распространенная форма линеаризованного 
уравнения импульса. 



ЛИНЕЙНАЯ ТЕОРИЯ 


Иногда бывает полезно взять лагранжеву вариацию от обеих частей урав¬ 
нения импульса. Учитывая, что 

6(d4/dt) = dm/dt = d[b(dr/dt)\/dt = d[d(bf)/dt\/dt = d 2 (br)/dl 2 , 
получаем 

d 2 Sr/dt 2 = + 5f. (5.32) 

Это уравнение оказывается особенно полезным для сферически симметрич¬ 
ных систем, и оно будет широко использоваться в части II. 

Обе формы уравнения импульса (5.30) и (5.32) совершенно эквивалентны 
при условии, что используется соотношение (5.24) между ѵ' и 5г. Эту эквива¬ 
лентность можно доказать, учитывая связь (4.1) между d/dt и д/ді и замечая, 
что d 2 br/dt 2 = db't/dt, a dv 0 /dt = d 2 r 0 /dt 2 \ правая часть уравнения (5.32) 
равна 

-(р-'ѴР)' + Г + 5r-V(rfV 0 /rf/), 

и, наконец, 

5г-Ѵ(ѵ 0 Ѵѵ 0 ) = (5г- Ѵѵ 0 )(Ѵ» 0 ) + 5г(ѵ„-Ѵ)(Ѵѵ 0 ). 

См. также [581, Арр. V]. 

5.4. в. УРАВНЕНИЕ ЭНЕРГИИ 

Очень полезной формой нелинейного уравнения энергии является уравнение 
(4.30а). Отметим, однако, что оно не учитывает изменений химического со¬ 
става в результате термоядерных реакций. Заменим dq/dt на е - (V ■ F )/р, 
где £ — скорость генерации термоядерной энергии на единицу массы, a F — 
вектор теплового потока. Взяв лагранжеву вариацию от обеих частей этого 
уравнения, получим 

d(bP/P^/dt = Г, ^(hp/pj/dt + (bT^npy/dt + [(Г 3 - 1 ) 0 р ( // э 0 ]6(£ - р ~ ‘V ■ F) + 

+ [5Г 3 /(Г 3 - 1) 0 + Ьр/р 0 - ЬР/Р 0 ШГ 3 - DoV^ol^ - Р" 1 V ■ F) 0 . (5.33) 

Если система в невозмущенном состоянии покоится и находится в тепловом 
равновесии, так что dp Q /dt = 0 и [е — (V- F )/р] 0 = 0, то имеем 

d(bP/P 0 )/dt = Г, 0 d(bp/p 0 )/dt + [(Г 3 - 1) 0 р 0 /Я 0 ]5(£ - р~ 1 V• F). (5.34а) 

Соответствующее уравнение для вариации температуры имеет вид 

d(bT/T 0 )/dt = (Г 3 - l) 0 d(bp/p 0 )/dl + (1 /с Ѵ 0 Т$ 6(е - р~ 1 V • F), (5.346) 

где с ѵ о — удельная теплоемкость при постоянном объеме. 

Можно привести также общие термодинамические тождества 

ЬР/Р 0 = Г, 0 Ьр/р 0 + [р 0 (Г 3 - l) 0 /P 0 ]T 0 bs, (5.35а) 

ЬТ/Т 0 = (Г 3 - 1) 0 5р/р 0 + Cy~ l 0 bs, (5.356) 

где 5s — лагранжева вариация удельной энтропии л. Эти тождества примени¬ 
мы даже в том случае, когда невозмущенное состояние звезды не является со¬ 
стоянием полного равновесия; в частности, их использовал Демаре [164]. 
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ГЛАВА 5 


Если линеаризованное уравнение энергии желательно записать через эйле¬ 
ровы вариации, то поступают следующим образом. Во-первых, субстанцио¬ 
нальные производные в уравнениях (4.30а) или (4.306) заменяют с помощью 
(4.1) на частные производные (разумеется, операция не относится к dq/dt). А 
затем просто берут эйлерову вариацию от обеих частей уравнения, учитывая 
при этом правила коммутативности, суммированные в разд. 5.3, и в резуль¬ 
тате получают соответствующее линеаризованное уравнение. 

В линейной теории часто предполагается, что движения являются адиаба¬ 
тическими. Обычно это означает, что последние члены в уравнениях (5.34) 
равны нулю или пренебрежимо малы. (Для систем, в которых отсутствует 
тепловое равновесие, понятие адиабатичности должно быть определено бо¬ 
лее тщательно, см. разд. 19.4.) Тогда уравнения (5.34) тривиально интегриру¬ 
ются. Выбирая постоянную интегрирования так, чтобы SP = 0 при Ьр = 0, 
получаем 

8Р/Р 0 = Г и0 6р/р 0 . (5.36а) 

Соответствующее уравнение, связанное с вариациями температуры, будет 
иметь вид 

8Т/Т 0 = (Г 3 - 1) 0 8р/р 0 . (5.366) 


5.5. Приложение: адиабатические звуковые волны 

В качестве простого примера использования линеаризованных уравнений 
кратко рассмотрим адиабатические звуковые волны. Этим подчеркивается 
тот факт, что изучая звездные пульсации, мы часто имеем дело в некотором 
смысле с разновидностью звуковых волн. Предположим, что движение ади- 
батическое, т.е. 6[е - (V-F)/p] = 0, и пренебрежем любыми изменениями 
химического состава. Примем также, что невозмущенное решение соответст¬ 
вует состоянию «равновесия», характеризуемому ѵ 0 = 0 и [е - (V-F)/p] 0 = 
= 0; следовательно, ѵ' = ѵ. Кроме того, допустим, что характерная длина, 
связанная с пространственными изменениями Я 0 и р 0 , велика по сравнению с 
другими характерными длинами задачи (приближение коротковолновой аку¬ 
стики), т.е. можно пренебречь величинами ѴЯ 0 и Ѵр 0 . Наконец, предполо¬ 
жим, что нет никаких объемных сил (f = 0). 

При всех этих упрощающих предположениях уравнения неразрывности, 
импульса и энергии легко объединить в одно волновое уравнение (см , напри 
мер. [323]): 

tfp'/dt 2 = -ѵ$Ѵ 2 р', (5.37) 

где і\ — адибатическая (или лапласова) скорость звука: 

ѵ 3 ш(Г и0 Р 0 /р 0 У\ (5.38) 

Как показали Ландау и Лифшиц [323], линеаризованное уравнение импуль¬ 
са требует, чтобы скорость » была параллельна волновому вектору ± к. Сле- 
зовательно, скорости частиц жидкости, связанные с алиба гическими звуко- 
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выми волнами, параллельны направлению распространения волн. Другими 
словами, такие звуковые волны является продольными, или волнами сжатия, 
причем все возвращающие силы, действующие на частицы жидкости (кото¬ 
рые связаны с некоторым возмущением плотности), обусловлены силами 
давления. В части III мы встретимся с гравитационными волнами, для кото¬ 
рых возвращающей силой служит преимущественно сила тяготения, а не си¬ 
лы давления. 

Ландау и Лифшиц [323] показали также, что уравнение неразрывности 
требует, чтобы выполнялось соотношение 

p'/p 0 =v/v s . (5.39) 

Данное уравнение показывает, что если \v/v s \ < 1, то и Ір'/р 0 І < 1. Этот 
результат означает, что в рассматриваемом приложении линейная теория 
справедлива до тех пор, пока флуктуации скорости, связанные со звуковыми 
волнами, остаются малыми по сравнению с самой скоростью звука. 



Часть II 


РАДИАЛЬНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ЗВЕЗД 


В данной части мы сосредоточим внимание на анализе чисто радиальных сфе¬ 
рически симметричных колебаний звезд. К счастью, рассмотрения этого про¬ 
стого и наиболее глубоко изученного вида движения достаточно для теорети¬ 
ческого исследования большинства известных типов пульсирующих звезд, 
наблюдаемых в природе (гл. 3). Нерадиальные же колебания звезд будут рас¬ 
смотрены в третьей части. 

В гл. 6 мы представим некоторые из общих векторных уравнений гл. 4, 
специально упростив их для принятого вида движений. Соответствующая 
форма некоторых линеаризованных уравнений гл. 5 будет дана в гл. 7. В гл. 8 
будет проанализирован физически ограниченный, но очень важный случай 
линейных адиабатических радиальных колебаний. Более реалистичный, но и 
намного более сложный случай линейных неадиабатических колебаний мы 
обсудим в гл. 9. В гл. 10 будут представлены в основном с физической точки 
зрения некоторые механизмы возбуждения пульсаций, а сдвиг фаз меж¬ 
ду изменениями радиуса и светимости звезды будет рассмотрен в гл. *11. Гл. 
12 посвящена очень сложной, но эффективной нелинейной теории и соот¬ 
ветствующим вычислительным методам. Наконец, в гл. 13 мы опишем не¬ 
сколько простых моделей звездных пульсаций, которые были предложены 
для того, чтобы сделать более понятными некоторые запутанные детали в 
сложном явлении звездных пульсаций. 


ГЛАВА 6 

СФЕРИЧЕСКИ СИММЕТРИЧНОЕ РАДИАЛЬНОЕ 
ДВИЖЕНИЕ 

В данной главе мы представим в сферических координатах некоторые необхо¬ 
димые уравнения сначала в общем виде, а затем специально для случая сфе¬ 
рически симметричного радиального движения. Если не указано особо, то мы 
всегда будем пренебрегать турбулентностью и всеми видами вязкости. ІЧы 
используем также физические упрощения, суммированные в начале гл. 4. 
Кроме того, мы будем пренебрегать крупномасштабными магнитными по¬ 
лями и будем предполагать, что единственной объемной силой является со¬ 
бственное тяготение звезды. 





СФЕРИЧЕСКИ СИММЕТРИЧНОЕ РАДИАЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ 


6.1. Представление Эйлера 

На рис. 6.1 изображена правая система сферических координат, которую мы 
будем использовать. Величины е г , в в и в — безразмерные единичные орто¬ 
гональные векторы, направленные вдоль ее осей. В указанной системе коор¬ 
динат любой вектор, например скорость », разлагается на следующие компо¬ 
ненты: 

V = ѵ г в г + Ѵ в в в + УД,, (6.1) 

где величины ѵ г , ѵ в , ѵ ѵ в общем случае зависят от г, Ѳ и <р. Явный вид операто¬ 
ра градиента V в этих координатах можно найти в любом справочнике по ма¬ 
тематике или теоретической физике (см., например, [309]). 



Возможны различные виды производных вектора ѵ по пространственным 

координатам: Ѵѵ, V • ѵ, Ѵ 2 !? .Учитывая, что единичные векторы е г , в е и 

Д при дифференцировании по пространству в общем случае меняют свое на¬ 
правление, можно прямым дифференцированием записать в явном виде все 
девять компонентов тензора Ѵѵ (здесь мы их не приводим). Поскольку вели¬ 
чина V • ѵ представляет собой свертку этого тензора, имеем 

V • ѵ = + (1/rsin Ѳ) d(v e smd)/de + (1/rsin0) дѵ/дѵ- (6.2) 

Записывая V 2 * = V • (ѴФ), где Ф — скаляр, получаем 

7іф * -? ѵ <Лф/аг) + -?ti S ім/зв> + -дат <6 3) 
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ГЛАВА 6 


Для сферически симметричного радиального движения имеем v r = v ■ 
= v(r) (функция только от г), ѵ ѳ = = 0, и, следовательно, V ■ ѵ определя¬ 

ется лишь первым слагаемым в правой части равенства (6.2). Кроме того, в 
случае сферической симметрии Ф также зависит только от г, и поэтому в пра¬ 
вой части выражения (6.3) остается лишь первый член. Однако если ѵ пред¬ 
ставляет собой вектор с единственным (радиальным) компонентом 
ѵ(у = ѵе г ), то радиальный (и единственный) компонент вектора состоит 
из двух слагаемых: одно аналогично первому члену в правой части выраже¬ 
ния (6.3), только величину Ф нужно заменить на ѵ; в дополнение к этому име¬ 
ется еще одно слагаемое (см., например, [309; 387, р. 116]). 

В представлении Эйлера уравнение неразрывности для чисто радиального 
движения можно получить просто из уравнения (4.5), заменив величину V • ѵ 
в нем на первый член правой части выражения (6.2). 

Если единственной объемной силой является собственное тяготение, то 
гравитационный потенциал ф(г, t) для нашей сферической системы должен 
находиться из решения (4.43) уравнения Пуассона. Нетрудно показать, что в 
этом случае решение имеет следующий вид: 


С — Ст(г)/г — 4-kG^ p(x)xdx (г ^ R), 
[ - GM/r ' (г > R). 


Здесь R —- радиус звезды, М — ее масса, G — постоянная тяготения, и мы 
опустили явную зависимость от времени. Величина т(г) — это масса, заклю¬ 
ченная внутри сферы радиуса г [см. выражение (6.10)], и, в частности, 
m(R) = М. 

Сила тяготения на единицу массы f = g = -ge r определится, если взять с 
обратным знаком градиент потенциала (6.4): f = — ѴіД. Для локального 
ускорения силы тяжести g получаем 

g = Gm(r)/r 2 , (6.5) 


т.е. это сила, действующая на точечный элемент единичной массы, находя¬ 
щийся на поверхности сферы радиусом г и массой т. 

Если все напряжения сводятся к чистому термодинамическому давлению Р, 
то уравнение сохранения импульса можно записать по аналогии с (4.17) с не¬ 
обходимыми для рассматриваемого случая видоизменениями. 

Уравнение энергии в случае, когда напряжения сводятся к чистому термо¬ 
динамическому давлению и когда можно пренебречь любыми изменениями 
химического состава вследствие неравновесных ядерных превращений, мо¬ 
жет быть записано в виде (4.30 а) или (4.31), где величина dq/dt определяется 
соотношением (4.40). При наличии сферической симметрии дивергенция по¬ 
лного потока энергии F равна 

V ■ F = r~ 2 d(r 2 F)/dr = (4ТГГ 2 )- 1 dL/dr, (6.6) 


L r = 4irr 2 F 


(6.7) 
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есть «текущее значение светимости» или полная скорость потерь энергии че¬ 
рез сферу радиуса г. 

При лучистом переносе в глубоких звездных недрах поток определяется 
выражением (4.41). 

6.2. Представление Лагранжа 

Для сферически симметричного радиального движения ура -иие нераз¬ 
рывности в представлении Лагранжа легче всего получить -з уравнения 
(4.13), учитывая, что в этом случае ѵ имеет только радиальную составляю¬ 
щую, равную dr/dt, где г — радиальное расстояние от центра, а символ d/dt 
используется в этой главе для обозначения субстанциональной производной. 
Расстояние г мы считаем функцией от t и о, где а — значение г, соответству¬ 
ющее некоторому предшествующему моменту времени, например t = 0. В 
соответствии с формализмом Лагранжа г и в — это радиальное расстояние 
до поверхности, ограничивающей некоторое фиксированное значение «теку¬ 
щей массы» т в два различных момента времени [см. уравнение (6.10)]. Ис¬ 
пользуя уравнение неразрывности (4.5) для V • ѵ в сферически симметричном 
случае, переходя к независимой переменной а вместо г, меняя местами d/da и 
d/dt (поскольку переменные ant независимы), интегрируя по времени t и вы¬ 
бирая постоянную интегрирования так, чтобы при г = а выполнялось ра¬ 
венство р == р 0 , получаем 


р/р 0 = (а/г) 2 да/дг. (6.8) 

Этот результат обычно записывают в более привычном виде как 
dm = Arpp-dr — 4 тгр 0 a 2 da, 

что и выражает постоянство массы dm тонкого сферического слоя, который 
испытывает радиальные смещения вместе с жидкостью. С другой стороны, 
уравнение неразрывности можно записать и в следующем виде: 

дг/дт = 1 /4жрг 2 , (6.9) 

где в качестве независимой пространственной переменной взято текущее зна¬ 
чение массы т, определяемое в явном виде соотношением 

т = j 4тр 0 (дг) x 2 dx = j 4irp(x, t)x 2 dx. (6.10) 

о о 

Если все напряжения сводятся только к давлению, то уравнение импульса 
для сферически симметричного радиального движения легко получить из 
уравнения (4.20), считая, что Р зависит только от а (см. выше) и t. Комбини¬ 
руя это уравнение с уравнением неразрывности (6.8), получаем 


где г = d 2 r/dt 2 . 


4л г 2 дР/дт + f(m, 0, 


( 6 . 11 ) 
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Уравнение энергии (4.28) в представлении Лагранжа имеет такой же вид, 
как в представлении Эйлера. Однако в представлении Лагранжа можно запи¬ 
сать: 

(V ■ F )/р = d(4*r 2 F)/dm = dL r /dm, (6.12) 

гд eL r — текущее значение светимости [см. выражение (6.7)]. Таким образом, 
в данном случае величина dL/dm — это разность (отнесенная к единице мас¬ 
сы) между интенсивностью истечения энергии наружу через «верхнюю грани¬ 
цу» тонкого сферического слоя вещества и интенсивностью поступления 
энергии внутрь указанного слоя через его «нижнюю границу». 

В заключение этой главы отметим, что уравнения неразрывности, им¬ 
пульса и энергии можно (а иногда и полезно!) объединить в одно дифферен¬ 
циальное уравнение в частных производных, которое обычно является урав¬ 
нением третьего порядка по времени и четвертого по пространственным 
координатам (см. ниже). 

Сначала продифференцируем по времени уравнение импульса (6.11), заме¬ 
нив в нем /(/и, /) на -g [см. формулу (6.5)]. Посредством уравнения импульса 
можно представить дР/дт в полученном соотношении через г и Gm/r 1 . В то 
же время с помощью уравнения энергии [см. (4.30а) и (4.40)] можно выразить 
производную dP/dt через dp/dt и £ - dL/dm. A dp/dt с помощью уравнения 
неразрывности можно записать через Э(гѴ)/Э/я, учитывая при этом, что 
производные d/dt и д/дт коммутативны, поскольку в представлении Лагран¬ 
жа величины /пи / можно считать независимыми переменными. В итоге по¬ 
лучаем следующее уравнение: 

Г- 2 rr/r - 4Gmr/r 3 - 4тг 2 Э[4тГ { Ррд{г 1 г)/дт]/дт = 

= -4хг 2 ЭИГ 3 - 1)(£ - дЬ/дт)]/дт, (6.13) 

где Gm/r 3 можно было бы, конечно, выразить через г и дР/дт, если исполь¬ 
зовать уравнение импульса (6.11), заменив в нем/(/и, /) на —g. Нерадиальный 
аналог уравнения (6.13) будет выведен в гл. 14. 

Тот факт, что уравнение (6.13) обычно является уравнением четвертого по¬ 
рядка по пространственной координате, можно понять из следующих сообра¬ 
жений. В случае лучистого переноса, например, L r связано с производной 
дТ/дт. Выражая температуру Т через давление Р и плотность р посредством 
уравнения состояния вещества, мы видим, что L r связано, в частности, с про¬ 
изводной др/дт. Но из уравнения неразрывности [соотношение (6.9)] очевид¬ 
на связь плотности р с производной дг/дт, так что фактически L r связано с 
д 2 г/дт 2 . Поскольку в правую часть уравнения (6.13) входит д 2 Ь/дт 2 , стано¬ 
вится ясно, что это уравнение содержит производную д\/дт 4 , т.е. в данном 
случае оно является уравнением четвертого порядка по пространственной ко¬ 
ординате. 



ЛИНЕАРИЗОВАННЫЕ УРАВНЕНИЯ 


ГЛАВА 7 

ЛИНЕАРИЗОВАННЫЕ УРАВНЕНИЯ 

В настоящей главе мы приведем основные линеаризованные дифференциаль¬ 
ные уравнения для случая чисто радиального сферически симметричного дви¬ 
жения. Мы будем использовать описание Лагранжа и сделаем упрощающие 
предположения, сформулированные в гл. 4 и 6. В разд. 7.1 будут сделаны не¬ 
которые вводные замечания, а сами линеаризованные уравнения будут выве¬ 
дены в разд. 7.2 — 7.6. И наконец, в разд. 7.7 мы выведем линеаризованное 
неадиабатическое уравнение для относительного лагранжева смещения Ъг/г. 

7.1. Введение 

В этой главе мы получим линеаризованные уравнения для лагранжевых вари¬ 
аций 5/ физических переменных /. Независимыми переменными будут слу¬ 
жить время / и (часто) текущее значение массы ш, которое всегда одинаково в 
возмущенном и невозмущенном решениях (гл. 5). Следовательно, справедли¬ 
во уравнение (6.10), в котором верхний предел а в первом интеграле заменен 
на г 0 , а величины р 0 (которая может зависеть и от времени /) и р — плотности 
в невозмущенном и возмущенном решениях соответственно. Очевидно, что 
оба равенства в указанном выражении в принципе можно было бы разрешить 
относительно г и г 0 как функций т и /. 

Иногда в качестве независимых переменных вместо ши/ используют г 0 и 
/. Однако производная д/дг 0 коммутативна с субстанциональной произво¬ 
дной d/dt, только если г 0 не зависит от / (но d/dt всегда коммутативна с 
д/дт). 

Относительное смещение поверхности сферы с заключенной внутри нее 
массой т (или, в нестрогом смысле, массового слоя) равно 

Г “ br/r Q , (7.1) 

где г 0 — радиус соответствующей сферы в невозмущенном решении. Тогда в 
возмущенном решении радиус сферы, охватывающей массу ш, равен 

г = 'о(1 + П- (7.2) 

Кроме того, мы часто будем оперировать с относительными лагранжевы- 
ми вариациями 6/// 0 некоторой физической величины/. Следовательно, в воз¬ 
мущенном решении имеем 

/ = / 0 (1 + «///о). (7.3) 

В линейном приближении принимают, что Ifl и І6/// 0 І малы по сравне¬ 
нию с единицей, и пренебрегают всеми степенями (выше первой) и всеми про¬ 
изведениями относительных вариаций. 

Если не указано особо, то всюду в этой главе, а фактически и во всей части 
II мы будем полагать, что невозмущенное состояние — это состояние полно¬ 
го равновесия, характеризуемого отсутствием макроскопических движений и 
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наличием гидростатического и теплового равновесия. Исходя из этого, будем 
считать, что невозмущенные величины не зависят от времени. Случай, когда 
звезда не находится в тепловом равновесии, гораздо сложнее и будет кратко 
рассмотрен в гл. 19. 

7.2. Уравнение неразрывности 

В случае сферической симметрии линеаризованное уравнение неразрывности 
можно получить несколькими способами, эквивалентными друг другу. Один 
из них состоит в том, чтобы применить выражение (7.3) к обеим частям урав¬ 
нения неразрывности в нелинейной форме (6.9). Более простой путь — рас¬ 
смотреть оператор лагранжевой вариации 8 как обычный дифференциальный 
оператор и применить его непосредственно к уравнению (6.9), переписанному 
соответствующим образом, поменяв при этом местами операторы 8 и д/дт, 
что всегда допустимо. В обоих случаях результат можно записать в следую¬ 
щем виде: 

5р/р 0 = - Ц-г 0 д[/дг 0 , (7.4) 

причем индекс 0 часто опускают. 

7.3. Уравнение импульса 

Начнем с нелинейного уравнения импульса в виде (6.11), заменив в нем/(/и, t) 
на —Gm/r 2 . Возьмем теперь лагранжевы вариации 8 от всех членов этого 
уравнения, учитывая, что здесь и всюду в данной части (разд. 7.1) мы прини¬ 
маем г 0 = 0 и г 0 = 0, и снова используем уравнение импульса для невозму¬ 
щенного состояния. В результате получим 

6г = 4Gm{/r% - 4 xrg д8Р/дт. (7.5) 

Оба члена в правой части уравнения (7.5) имеют простой и понятный физи¬ 
ческий смысл. Первый член — это возвращающая сила на единицу массы, 
действующая і ■ я смещенный слой вещества, причем эта сила вызывается толь¬ 
ко геометричес* ими эффектами. Половина ее обусловлена тем, что в механи¬ 
ке Ньютона сила тяготения обратно пропорциональна квадрату расстояния. 
Вторая же половина обусловлена тем, что на сфеое радиуса г суммарная сила 
давления, направленная наружу, пропорциональна г 2 [множитель 4кг 2 в пер¬ 
вом члене правой части уравнения (6.11)]. Отметим, что возвращающая сила, 
представленная первым членом в правой части уравнения (7.5), пропорцио¬ 
нальна величине f. Это значит, что данная составляющая полной возвращаю¬ 
щей силы всегда действует в направлении смещения: например, если слой ве¬ 
щества смещается наружу, то будет возникать составляющая полной возвра¬ 
щающей силы, также направленная наружу. 

Смысл второго члена в правой части уравнения (7.5), вероятно, станет бо¬ 
лее понятным, если перед выполнением диффе знцирования по массе разде¬ 
лить и умножить 8Р на Р 0 . После дифференцирования мы снова используем 
уравнение импульса для невозмущенной конфигурации. Тогда этот член будет 
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приближенно равен (Gm/rfybP/P 0 (такое приближение справедливо, если 
величина д(5Р/Р^/дт мала). Поэтому рассматриваемый член представляет 
собой возвращающую силу на единицу массы, обусловленную, по существу, 
изменением давления 8Р, сопровождающим смещение. Заметим, что с выше¬ 
указанной оговоркой данная сила имеет тот же знак, что и 5 Р, и является, 
например, отрицательной (т.е. направлена внутрь), если при смещении слоя 
наружу 5Р уменьшается. Таким образом, при смещении слоя вещества, ска¬ 
жем, наружу суммарная возвращающая сила, сопровождающая это смеще¬ 
ние, может быть отрицательной (т.е. направленной внутрь) только в случае 
достаточно сильного уменьшения давления при расширении. Приведенные 
соображения полезны для физического понимания динамической устойчиво¬ 
сти звезд. 

Иногда удобно использовать еще одну форму линеаризованного уравне¬ 
ния импульса, которая получается, если записать х = r^Rg, dm = 4іг prfir 0 
и разрешить уравнение относительно д(8Р/Р^)/дх. Опуская индекс 0, имеем в 
результате щ Р/Р)/дх = (R/\ p )W - (xR/g)f + ЬР/Р], (7.6) 

где \ Р * -dr/d\nP = P/pg (7.7) 

есть локальная высота однородной атмосферы в равновесной модели, а 
g — локальное ускорение силы тяжести [уравнение (6.5)]. 

7.4. Уравнение энергии 

Для рассматриваемого случая полного равновесия в невозмущенном решении 
(разд. 7.1) и пренебрежимо малых изменений химического состава вследствие 
неравновесных ядерных реакций можно записать линеаризованное уравнение 
энергии, например, в следующем виде: 

d(6P/P)/dt = Г l d(8p/p)/dt + [р(Г 3 - 1)/Я]б(£ - дЬ/дт), (7.8) 

где L r — текущее значение светимости [см. формулу (6.7)]. Подобное этому 
выражение можно записать и для величины ЬТ/Т. Отметим, что 

8(е - dL/dm ) = ефе/Е 0 - (dL r 0 /dm)8L/L r 0 - L r 0 Э(5 L r /L r 0 )/dm, (7.9) 

где, как обычно, индекс 0 относится к величинам в невозмущенном состоянии 
звезды. В состоянии теплового равновесия е 0 = dL r 0 /dm. Кроме того, сна¬ 
ружи от областей генерации энергии £ 0 = 0, a L r 0 не зависит от m и равно по¬ 
лной светимости звезды L. В таком случае в уравнении (7.9) остается только 
последний член. 

Для термодинамически обратимых процесов имеем 

5(£ - dL/dm) = Т 0 d&s/dt, (7.10) 

где s — удельная энтропия. Это уравнение справедливо, если ds^/dt = 0, что 
эквивалентно предположению £ 0 = dL r0 /dm. 

Иногда бывают полезны также и общие термодинамические тождества 
(5.35а) и (5.356). 
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7.5. Приближение лучистой теплопроводности 

В приближении лучистой теплопроводности (справедливом в глубоких звезд¬ 
ных недрах, см. разд. 4.3) для текущего значения светимости L r имеет место 
соотношение вида (4.41). Беря логарифмические лагранжевы вариации от 
всех членов этого уравнения, получим 

8 L/L r<0 = 4f - 8х/х 0 + 4 8Г/Г 0 + (din Tf/drJ- l d(6T/TJ/dr 0 = (7.11а) 

= Ч - п8р/р 0 + (S + 4)8Т/Т 0 + (din Tf/drg)- *д(6Т/Т 0 )/дг 0 , (7.116) 

где второе равенство относится к случаю, когда непрозрачность имеет вид 
х a p n T~ s . 

Следует обратить внимание на относительно большой коэффициент при 
8Т/Т 0 в уравнении (7.116)..При s = 3 (что типично для звездных недр) этот 
множитель принимает значение (s + 4) * 7. Кроме того, известно (см. [146], 
Ch. 20; 500]), что во внешних слоях звезд (но глубже области ионизации водо¬ 
рода), где L r0 = L кт = М (полная масса звезды), температура изменяется 
с глубиной, по-видимому, весьма простым образом, и мы приходим к заклю¬ 
чению, что последний член в уравнении (7.116) может быть довольно малым, 
если в указанных областях величина д(8Т/Т^/дг 0 не особенно велика. Следо¬ 
вательно, в уравнении (7.116) часто преобладает член, содержащий множи¬ 
тель ( s + 4). Приведенные соображения означают, что во многих случаях ло¬ 
кальный лучистый поток может быть более чувствительным к самой локаль¬ 
ной температуре, чем к ее градиенту. 

Однако во внешних частях зоны ионизации водорода показатель степени s 
при температуре обычно становится большим по модулю и отрицательным. 
Такое поведение обусловлено в основном сильной зависимостью электронной 
концентрации в этих областях от температуры. А поскольку вследствие это¬ 
го непрозрачность* круто возрастает с глубиной, величина \dT 0 /dr Q \ должна 
стать в таких областях очень большой, если необходимо, чтобы перенос 
энергии из глубоких недр осуществлялся излучением. Следовательно, упомя¬ 
нутое утверждение о простом поведении температуры Т 0 как функции рассто¬ 
яния г 0 не имеет здесь никакой силы (см. [146, Ch. 20]). В данном случае ситуа¬ 
ция гораздо сложнее, чем рассмотренная выше, и последним членом в уравне¬ 
нии (7.116) уже нельзя пренебречь (см. гл. 11). 

Изменения, необходимые, чтобы уравнения диффузии были применимы в 
оптически тонких слоях, описаны, например, в статье Унно [588, Арр. А]. 

7.6. Скорость генерации термоядерной энергии 

В простейшем случае, когда скорость генерации термоядерной энергии на 
единицу массы можно аппроксимировать соотношением е - р^Т, имеем 

5е/£ 0 = \8р/р 0 + ѵ8Т/Т 0 . (7.12) 

В этом выражении мы пренебрегли любыми изменениями химического со¬ 
става и любыми фазовыми запаздываниями в энерговыделении (см. [128; 345; 
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§ 66; 466; 490]). Однако изменения химического состава иногда необходимо 
учитывать (например, [87, 136, 395]). 

7.7. Линеаризованное неадиабатическое уравнение 
для Ьг/г 

В данном разделе мы объединим линеаризованные уравнения неразрывно¬ 
сти, импульса и энергии, чтобы получить линейное дифференциальное урав¬ 
нение третьего порядка (по времени) в частных производных, описывающее 
поведение величины f * br/r Q для неадиабатических радиальных звездных 
пульсаций. 

Начнем с линеаризованного уравнения импульса (7.5) и найдем субстанци¬ 
ональные производные d/dt от всех его членов, предварительно записав 
дР = P 0 (5P/PJ. В полученном уравнении d(6P/P^)/dt можно исключить с по¬ 
мощью уравнения энергии в виде (7.8), из которого в свою очередь произво¬ 
дную д(6р/рд)/д/ можно исключить с помощью уравнения неразрывности 
(7.4). Подставляя два эти выражения в продифференцированное указанным 
образом уравнение (7.5), после небольших преобразований получим 
r 0 t'= 4тгг§М(ЗГ 10 - 4)P 0 ]/dm + 12 жг^ 10 Р^/дт + 

+ \6ir 2 rfr(r$' l 0 P 0 p d dt/dm)/dm - 

- 4іг/дЭ[р 0 (Гз - 1)(/5(£ - дЬ/дт)]/дт. (7.13) 

Однако с помощью уравнения неразрывности (7.4), записав множитель rfi как 
/д ■ rjj, легко доказать следующее тождество: 

(4тг/г 0 )5(47гГ 10 Р 0 р 0 /q д£/дт)/дт = 12тгГ, уу 2 д{/дт + 

+ 16тг 2 /- 2 д(Г І О Р 0 P(f l dt/dm)/dm. (7.14) 

В результате уравнение (7.13) приобретает следующий вид: 

{- 4тгг 0 М(ЗГ 10 - 4 )P^/dm - г 0 ~ 2 д(1б7г 2 Г 1() Р 0 р 0 і* д^/дт)/дт = 

= -4тгл 0 Э[р 0 (Г 3 - 1)<у5(£ - dL/dm))/dm. (7.15) 
Это и есть искомое уравнение. 

Отметим, что уравнение (7.15) можно было бы вывести и более прямым 
путем, если взять лагранжевы вариации от всех членов полученного в разд. 
6.2 общего нелинейного дифференциального уравнения в частных производ¬ 
ных для величины г [уравнение (6.13)]. 

ГЛАВА 8 

ЛИНЕЙНЫЕ АДИАБАТИЧЕСКИЕ РАДИАЛЬНЫЕ 
КОЛЕБАНИЯ 

В настоящей главе мы рассмотрим случай малых, чисто радиальных адиаба¬ 
тических колебаний самогравитирующей газовой сферы относительно ее рав¬ 
новесного состояния. Примем, что равновесное состояние характеризуется 
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статическим (г » 0) сферически симметричным распределением вещества, в 
котором изменения химического состава, обусловленные ядерными превра¬ 
щениями, пренебрежимо малы и которое находится в гидростатическом и 
тепловом равновесии (г 0 = 0, £ 0 - dL r ( /dm = 0 соответственно). Кроме то¬ 
го, сделаем и другие упрощающие предположения, сформулированные в на¬ 
чале гл. 4 и в начале гл. 6. Превосходное, математически строгое рассмотре¬ 
ние многих вопросов, обсуждаемых в данной главе, содержится в работе Ле¬ 
ду и Вальравена [345, §58 —62]. 

Рассматриваемый случай малых адиабатических колебаний является не¬ 
сколько идеализированным, однако в большинстве приложений он дает хоро¬ 
шее динамическое описание многих свойств реальных пульсирующих звезд. В 
частности, такой подход дает весьма точные значения периодов пульсаций и 
довольно надежные результаты для относительной амплитуды пульсаций 
внутри звезды. Как подчеркивается в гл. 9, правильность получаемых резуль¬ 
татов обусловлена в основном тем, что пульсации действительно являются 
приблизительно адиабатическими почти по всей звезде. Обсуждаемый под¬ 
ход имеет и историческое значение. Математическая теория берет свое нача¬ 
ло от работ Эддингтона [195, 196], опубликованных в 1918 г. Будучи простей¬ 
шим, данный случай служит естественной отправной точкой для теоретиче¬ 
ского изучения пульсирующих звезд. 

Поскольку предполагается, что колебания происходят адиабатически (т.е. 
осциллирующие элементы вещества не теряют и не приобретают тепло), оче¬ 
видно, что этот подход не может дать непосредственной информации о теп¬ 
ловом поведении звезды. Например, такая теория не в состоянии предска¬ 
зать, как в ходе пульсаций изменяется светимость пульсирующей звезды, по¬ 
скольку этот эффект несомненно является неадиабатическим (гл. 9). Более то¬ 
го, обсуждаемая теория не в состоянии ответить на вопрос о причине пульса¬ 
ций, т.е. о пульсационной неустойчивости звезды. Дело здесь в том, что лю¬ 
бые малые начальные колебания будут всегда сохранять одну и ту же ампли¬ 
туду, поскольку предположение адиабатичности (при отсутствии диссипа¬ 
тивных эффектов, таких, как вязкость) означает, что система является иде¬ 
ально консервативной. 

С другой стороны, рассматриваемая теория может дать информацию о 
динамической устойчивости звезды. Этот вопрос мы попутно затронем в не¬ 
которых разделах настоящей главы. 

В разд. 8.1 будет рассмотрен ряд общих соображений, включая вывод ли¬ 
нейного адиабатического волнового уравнения. Решения типа стоячей волны 
для этого уравнения и некоторые условия их существования будут рассмотре¬ 
ны в разд. 8.2 и 8.4 соответсвенно, а в разд. 8.3 будут обсуждены граничные 
условия для решений такого вида. В разд. 8.5 мы отметим, что в математиче¬ 
ском смысле проблема звездных пульсаций, как и большинство проблем свя¬ 
занных с колебаниями, представляет собой задачу о собственных значениях. 
Как будет показано в разд. 8.6, важное соотношение период — средняя плот¬ 
ность является логическим следствием линейного адиабатического волнового 
уравнения. В разд. 8.7 мы исследуем некоторые аспекты звездных пульсаций 
преимущественно с физической точки зрения, а математическое обсуждение 
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собственных значений будет проведено в разд. 8.8. В разд. 8.10 будет описано 
важное и полезное вариационное свойство собственных значений. Некоторые 
условия существования осциллирующих решений для произвольных звездных 
моделей будут рассмотрены в разд. 8.9. В разд. 8.11 будет дана интересная 
физическая интерпретация ряда ранее полученных выражений. В разд. 8.12 
будет описано несколько практических методов решения линейного адиаба¬ 
тического волнового уравнения, а также изложены некоторые результаты 
для избранных звездных моделей. В разд. 8.13 мы обсудим хорошо извест¬ 
ные результаты Эпстейна (и ряд более поздних результатов), касающиеся то¬ 
го, какие области в звезде оказывают наибольшее влияние на период. Вли¬ 
яние простанственной переменности адиабатического показателя Г, в звезд¬ 
ной оболочке на периоды пульсаций будет рассмотрено в разд. 8.14. И нако¬ 
нец, в разд. 8.15 будут представлены и обсуждены несколько приближенных 
формул и результатов для собственных значений. 

8.1. Общие соображения 

В теории малых адиабатических колебаний уравнения энергии (5.34а) и (5.346) 
для принятых условий можно заменить более простыми уравнениями (5.36а) 
и (5.366), где индекс 0 (который часто опускают) обозначает равновесное со¬ 
стояние системы. 

Дифференциальное уравнение, описывающее такие колебания, можно по¬ 
лучить, если подставить выражение (5.36а) в линеаризованное уравнение им¬ 
пульса и с помощью линеаризованного уравнения неразрывности выразить 
величину 8р/р 0 через относительное смещение f(s6r/r 0 ). В результате после 
некоторых преобразований будем иметь следующее уравнение: 

r 0 t = Г ’ 4яГц оГ[(ЗГ, 0 - 4 )PJ/dm +(\/г^д(16ж 2 Г 10 Р 0 р 0 г* д£/дт)/дт, (8.1) 
где в качестве независимых переменных используются текущее значение мас¬ 
сы т и время t, а точки над символами означают субстанциональные произ¬ 
водные. Это уравнение можно было бы получить и из линеаризированного 
неадиабатического уравнения (7.15), отбросив в нем последний член и затем 
проинтегрировав по времени. Постоянную интегрирования выбирают рав¬ 
ной нулю, чтобы условие f s 0 соответствовало равновесному (или статиче¬ 
скому) состоянию системы. 

Отметим, что производя замену д/дт = (4 кг\ р 0 )~ І д/дг 0 и опуская затем 
индекс 0, мы можем записать уравнение (8.1) через смещение Ьг и его времен¬ 
ные и пространственные производные. Коэффициенты при Ьг и д(6г)/дг тако¬ 
вы, что они, как правило, претерпевают значительные изменения на расстоя¬ 
ниях, сравнимых с радиусом звезды R. Таким образом, при описании звезд¬ 
ных пульсаций мы обычно имеем дело с задачами д. і.шоволновой акустики. 
Однако для достаточно высоких «мод» пространственная длина волны воз¬ 
мущения 8г мала по сравнению с радиусом R, и поэтому результиру ющее 
уравнение становится по существу уравнением для малых адиабати’ сск. 
звуковых волн (разд. 5.5). 

В качестве простого примера можно рассмотреть гомологическое движе- 
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ние, характеризуемое тем, что относительное смещение f одинаково по всей 
звезде, т.е. не зависит от т. Этот пример, хотя и далекий от действительно¬ 
сти, позволяет быстро понять существо дела. Предположим также, что вели¬ 
чина Г, постоянна. Тогда из уравнения (8.1) (использовав в нем условие гид¬ 
ростатического равновесия для равновесной модели) имеем 

£ = -(ЗГ, - 4 )Gmf/r 3 . (8.2) 

Отсюда сразу видно, что осциллирующие решения (£ ос ехр (іоі) при ве¬ 
щественном а) существуют только при Г, > 4/3. В этом случае квадрат угло¬ 
вой частоты пульсаций равен 

а 2 = (2іг/П) 2 = (ЗГ, t4 увт/г 3 , (8.3) 

где П — период пульсаций. При Г, < 4/3 имеем а 2 < 0, что соответствует 
апериодическому движению в динамической шкале времени. Такая ситуация 
представляет собой динамическую неустойчивость. Ниже, в разд. 8.9, мы 
покажем, что выводы относительно Г, s 4/3 справедливы также и в общем 
случае. 

Из уравнения (8.3) ясно, что поскольку величина а 2 постоянна, адиабатиче¬ 
ские гомологические колебания в модели с Г, * 4/3 возможны только для 
однородной модели, характеризуемой постоянной плотностью 

р(т) = р = ЗМ/4тЛ 3 = const, (8.4) 

где Мир — масса и средняя плотность звезды. Как мы увидим в гл. 12, ука¬ 
занное условие существования гомологических колебаний однородной моде¬ 
ли с Г, Ф 4/3 применимо и к случаю нелинейных пульсаций. Однако если 
Г, = 4/3, то а 2 = 0 для любой равновесной модели, в которой величина £ за¬ 
висит только от времени /. Следовательно, при Г, = 4/3 в случае адиабатиче¬ 
ских движений любая звездная модель может испытывать гомологическое 
расширение или сжатие. Как мы увидим в гл. 12, этот вывод справедлив и в 
нелинейном случае. 


8.2. Решение типа стоячей волны 
для линейного адиабатического волнового уравнения 

Предположим теперь, что для уравнения (8.1) существуют решения типа сто¬ 
ячей волны, имеющие следующий вид: 

Иг, 0 = дг/г = Иг) е ы , (8.5) 

где Иг) зависит только от г, а а — некоторая постоянная. (Представление 
Sr/r в комплексном виде в (8.5) принято для упрощения математических вы¬ 
кладок. Однако физический смысл имеет только вещественная часть ком¬ 
плексного числа, стоящего в правой части второго равенства (8.5). В данной 
книге мы будем напоминать об этом лишь по мере необходимости.) Условие 
существования решений типа стоячей волны будет рассмотрено в разд. 8.4. 
Подставляя выражение (8.5) в уравнение (8.1), производя замену 



ЛИНЕЙНЫЕ АДИАБАТИЧЕСКИЕ РАДИАЛЬНЫЕ КОЛЕБАНИЯ 


д/дт = (4тр,уо) І д/дг 0 и опуская индекс 0, после простых преобразований 
получим 

d(T l Pr 4 d^/dr)/dr + £(<тѴ + /^[(ЗГ, - 4 )P]/dr\ = 0. (8.6) 

Это уравнение иногда называют линейным адиабатическим волновым урав¬ 
нением. С другой стороны, такое же название используют и для уравнения 
(8.1) или даже для его аналогов в более общих случаях (см., например, гл. 15). 

В разд. 8.8 мы покажем, что величина а г всегда вещественна, поэтому все 
коэффициенты в уравнении (8.6) оказываются вещественными, откуда следу¬ 
ет, что существуют чисто вещественные решения {(г), а значит, стоячие во¬ 
лны возможны в действительности. Поэтому в колебательном движении ве¬ 
личина Relit' - . О] дважды в течение каждого периода всюду обращается в 
нуль. Поскольку при адиабатических колебаниях величины 5Р, 8Т, 8р и др. 
пропорциональны f(r, t) [см. формулы (5.36) и (7.4)], все они в эти же момен¬ 
ты времени должны везде обращаться в нуль. Иными словами, звезда дваж¬ 
ды в течение каждого периода проходит через свое равновесное состояние. 

8.3. Граничные условия 

Для обсуждения граничных условий, обычно налагаемых на уравнение (8.6), 
удобно было бы представить это уравнение в другой форме [записав в нем от¬ 
дельно первую и вторую производные от £ и поделив все члены на 
рг 4 . — Ред.\. Имея это в виду, мы не будем, однако, выписывать преобразо¬ 
ванное таким образом уравнение (8.6) в явном виде. 

В центре симметрии (г = 0), очевидно, должно выполняться условие 

8г = 0. (8.7) 

В физических задачах интерес обычно представляют только регулярные ре¬ 
шения. Такие решения характеризуются конечными значениями £ и ее произ¬ 
водных во всей рассматриваемой области и, в частности, в центре звезды. 
Вследствие множителя 4 /г коэффициент при d£/dr в упомянутой модифика¬ 
ции уравнения (8.6) имеет в центре звезды особенность, поэтому указанное 
условие регулярности требует, чтобы при г = 0 выполнялось условие 

dt/dr = 0. (8.8) 

На поверхности (при г, равном радиусу звезды R) обычно принимается, 
что давление Р обращается в нуль (ниже в этом разделе будет рассмотрена 
ситуация, когда это условие не выполняется). Такое предположение означает, 
что при г = R 

5 Р = 0. (8.9) 

Конкретный вид граничного условия на поверхности зависит от гранич¬ 
ных условий, принятых в равновесной модели. Как правило, достаточно 
удовлетворительным является предположение, что на поверхности звезды 
величии Р/р (пропорциональная температуре Г в уравнении состояния иде¬ 
ального газа) становится пренебрежимо малой. В таком приближении.можно 
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получить явное выражение для граничного условия на поверхности в задаче о 
пульсациях [см. уравнение (8.11)]. 

Чтобы провести довольно общий анализ граничных условий на поверхно¬ 
сти, можно начать с линеаризованного уравнения импульса в форме (7.6), 
приняв, что f а ехр[/о7]. Тогда имеем 

д(ЬР/Р)/дх = (R/\ p )[o 2 r/g + 4)f + SP/P], (8.10) 

где* = r/R, \ р — локальная высота однородной атмосферы [см. выражение 
(7.7)], a g — локальное ускорение силы тяжести [см. выражение (6.5)]. По¬ 
скольку в реальных звездах на уровне фотосферы обычно R/\ p > 1 (и по¬ 
скольку на поверхности R/\ p = оо, если предполагается, что там Р/р = 0), 
то в качестве граничного условия на поверхности достаточно обоснованно 
принять, что величина в квадратных скобках в уравнении (8.10) обращается в 
нуль, т.е. 

8Р/Р = -tfr/g + 4)f, (8.11) 

что верно по крайней мере с точностью до множителя [1 + 0(Хр/Д] в пра¬ 
вой части, где величина 0(Хр/Д) может представлять собой ряд по степеням 
Хр/Д, главный член которого порядка Хр/Д. Подставляя (8.11) в (8.10), ви¬ 
дим, что величина 8Р/Р не может иметь никаких особенностей в поверхност¬ 
ных областях. 

Отметим, что при выводе уравнения (8.11) не делалось никаких предполо¬ 
жений об адиабатичности колебаний, а поэтому оно справедливо и для неади¬ 
абатических (но малых) колебаний. 

Можно показать, что уравнение (8.11) гарантирует также отсутствие осо¬ 
бенностей в поведении величины f вблизи поверхности звезды (т.е. Обеспечи¬ 
вает конечность f и d^/dr при г — R). 

Отсюда следует, что характерный пространственный масштаб изменений 
как ЬР/Р, так и f порядка R (радиуса звезды), а не \ р (толщины звездной ат¬ 
мосферы; см., например, [146, Ch. 20]). Таким образом, относительные изме¬ 
нения, которые могут испытывать величины \ЬР/Р\ и Ifl в звездной атмос¬ 
фере, составляют по порядку величины Хр/Д, а эта величина обычно мала по 
сравнению с единицей. Поэтому во всей тонкой холодной атмосфере эти ве¬ 
личины почти постоянны (см., однако, замечание в конце следующего разде¬ 
ла). 

Можно отметить, что результат 

д(6Р/Р)/дг=0 (8.12) 

является точным для плоскопараллельной атмосферы, если в ней ускорение 
силы тяжести g на поверхности лишь «медленно» (см. ниже) изменяется со 
временем. При таких условиях мгновенное гидростатическое равновесие оз¬ 
начает, что давление Р на любом уровне в атмосфере как раз равно отнесен¬ 
ному к единице площади весу вещества, лежащего над этим уровнем. В таком 
случае при фиксированном значении текущей массы ЬР/Р * dg/g = const от¬ 
носительно г, откуда и следует выражение (8.12). 

Под «медленными» изменениями подразумеваются такие изменения в ат- 
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мосфере, связанные с пульсациями, для которых характерное время (т.е. пе¬ 
риод П) велико по сравнению с естественным «временем релаксации» атмос¬ 
феры, скажем t a . В качестве такого времени можно взять время, за которое 
элемент с единичной массой, свободно падающий под действием ускорения 
силы тяжести на поверхности g, преодолевает расстояние, сравнимое с вели¬ 
чиной \ р . Тогда элементарные выкладки с использованием приближенного 
соотношения (2.8) показывают, что по порядку величины 

ty П - (Kp/R ) w 2 , (8.13) 

т.е. время релаксации атмосферы много меньше периода пульсаций, если 
\p/R < 1. 

Таким образом, граничное условие (8.11) подразумевает наличие некото¬ 
рого вида «квазигидростатического равновесия», при котором атмосфера 
пассивно «плавает» на поднимающихся и опускающихся внутренних обла¬ 
стях, почти так же, как качающийся на волнах поплавок. 

В случае адиабатических колебаний в уравнении (8.11) нужно просто заме¬ 
нить 8Р/Р на Г]5р/р, а для Ьр/р использовать линеаризованное уравнение не¬ 
разрывности (7.4). 

Кастор [68] отметил, что если на поверхности звезды существенную роль 
играет давление излучения, то граничное условие (8.11) следует относить 
только к газовому давлению P g , т.е. величину Р там нужно заменить на P g . 
Этот вывод можно понять, если в уравнении (8.10) использовать выражение 
(7.7) для величины \ р . Тогда станет ясно, что правильное общее граничное ус¬ 
ловие на поверхности (если на поверхности р — 0) имеет следующий вид: 

д(8Р)/дг = 0 (8.14) 

при г = R. Если теперь проинтегрировать выражение для д(5Р)/дг, следую¬ 
щее из (8.10), используя в нем уравнение гидростатического равновесия, 
учесть приблизительное постоянство величин г, g и f в окрестности г = R и 
применить полученное выражение к достаточно высокому уровню в атмосфе¬ 
ре, чтобы выполнялось условие р = 0, то мы получим результат Кастора. 

Когда давление излучения играет важную роль, для адиабатических коле¬ 
баний можно получить еще более общее поверхностное граничное условие, 
чем выведенное из уравнения (8.11). Если приближенно записать, что 
Р г а Г 4 /3 (это соотношение строго выполняется только в глубоких недрах) и 
использовать результат Кастора [т.е. уравнение (8.11) с заменой Р наР ? ], то в 
итоге получим для случая адиабатических колебаний следующее условие на 
уровне х = 1: 

c/ln £/d\nx = [(<x 2 /? 3 /GA/)0 - (ЗГ, - 40) + 12(Г 3 - 1)(1 - 0)]/[Г 3 - 

- 4(Г 3 - 1)(1 - 0)], (8.15) 

где 0 — отношение газового давления к полному (сумме газового давления и 
давления излучения): 

0 - P g /(P g + Р г ). (8.16) 

Уравнение (8.15) дает правильные соотношения в предельных случаях 0 = 0 и 
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1, как можно показать с помощью выражений для величин Г ( - для идеального 
газа и равновесного излучения (см., например, [71, гл. 2]). 

Приведенные граничные условия (или их эквиваленты) иногда в совокуп¬ 
ности называют «граничными условиями для стоячей волны» (разд. 8.4). 

Очень подробное обсуждение поверхностных граничных условий в линей¬ 
ной теории содержится в [588]. 

8.4. Условие существования стоячих волн 
в звездных недрах 

Для существования решения типа стоячей волны вида f(r, t) = £(г)ехр [iat] 
требуется, чтобы волна (в данном случае звуковая), приходящая из звездных 
недр, испытывала на поверхности звезды полное отражение. В настоящем 
разделе мы исследуем условия такого отражения на примере малых адиаба¬ 
тических колебаний тонкой плоскопараллельной изотермической атмосферы 
(см. [37; 345, § 68; 588]). Известно, что на малых оптических глубинах звезд¬ 
ные атмосферы, как правило, изотермичны (см., например, [146, Ch. 20]). В 
таких изотермических атмосферах как давление Р, так и плотность р экспоне¬ 
нциально убывают с увеличением высоты; Р, р ос ехр [ — (г — R)/\ p ], где 
\ р — высота однородной атмосферы [см. уравнение (7.7)], принимаемая 
здесь постоянной. Кроме того, примем для простоты, что и показатели адиа¬ 
баты Г ; постоянны (как во времени, так и в пространстве). 

При этих упрощающих предположениях и с учетом \ p /R < 1 линейное 
адиабатическое волновое уравнение становится линейным дифференциаль¬ 
ным уравнением второго порядка относительно £ с постоянными коэффици¬ 
ентами. Уравнение имеет следующий вид: 

dtydx 2 - (1 /\ p №/dx + (<r 2 /t$£ = 0, (8.16') 

где х — высота в атмосфере, отсчитываемая от некоторого произвольно вы¬ 
бранного уровня. Такое уравнение имеет решения вида Sr ос £ а е кх , где 
к — волновое число для стоячих волн, определяемое решением квадратного 
уравнения. 

Рассматривая решение этого уравнения, можно выделить два случая. 
Первый — назовем его случаем (а) — характеризуется вещественными значе¬ 
ниями к и имеет место при a\p/v s < 1/2, где v s = (Tj Я /p) 1/2 — адиабатиче¬ 
ская скорость звука, которая также принята постоянной в атмосфере. Пусть 
к х и к 2 — решения квадратного уравнения, и пусть к х < к 2 ; если записать 
к = 2т/Х, где X — длина волны, соответствующая волновому числу к, то 
имеем X, > Х 2 . Следовательно, решение к х связано с более длинными звуко¬ 
выми волнами, чем к 2 , и характеризуется более медленным ростом амплиту-, 
ды с высотой, чем к 2 . Можно показать, что при a\p/v s < 1 X, ► Хр, поэтому 
такая ситуация соответствует «длинным» звуковым волнам. Подобным же 
образом получаем Х 2 * 2 jtX p ; решение к 2 в этом случае соответствует «ко¬ 
ротким» звуковым волнам. 

Теперь необходимо исследовать, имеют ли эти решения физический 
смысл. Рассмотрим акустическую энергию на единицу объема. Эта энергия 
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пропорциональна кинетической энергии на единицу объема, скажем К. Легко 
показать; что при х — » энергия К х — 0, а К 2 —• оо. Из-за расходимости ве¬ 
личины К 2 на бесконечности решение к 2 , вероятно, не имеет физического 
смысла (см., однако, замечание в конце настоящего раздела). Поэтому 
единственное имеющее физический смысл решение в случае (а) таково: 


Sr <х ехр (і'а/)ехр [a^j/v^x/X^] (<P\ 2 p/v | < 1), (8.17) 

причем в свете наших упрощающих предположений данное решение не спра¬ 
ведливо при х/\ р ► 1. Следовательно, экспоненциальное поведение смеще¬ 
ния Sr в выражении (8.17) не противоречит нашим выводам, сделанным в 
разд. 8.3 о том, что для стоячих волн, представляющих интерес в случае пуль¬ 
саций всей звезды, Sr не может претерпевать очень сильных изменений в тон¬ 
ких атмосферных слоях. 

Теперь мы рассмотрим случай (б): oXp/v s > 1/2. Здесь оба корня вышеу¬ 
помянутого квадратного уравнения являются комплексными. Комплексные 
значения к соответствуют бегущим волнам, причем в общем случае одна вол¬ 
на распространяется к центру звезды, а другая — от центра. Поскольку с фи¬ 
зической точки зрения допустимо существование только выходящих волн, ре¬ 
шение, дающее волны, распространяющиеся к центру, должно быть отбро¬ 
шено. Можно показать также, что в случае (б) действительно происходит по¬ 
теря энергии звездой в форме бегущгрс акустических волн. 

Таким образом, стоячие волны в звездных недрах могут существовать 
только в случае (а), т.е. при oXp/v s < 1/2. Если записать v s = (о/ 2т)Х, где 
X — длина звуковых волн, соответствующих угловой частоте 2т/П 
(П — рассматриваемый период пульсаций),то условие существования стоя¬ 
чих волн в звездных недрах имеет вид 

X > 4яХ я , (8.18) 

где \р — высота однородной атмосферы. 

Отметим, что дифференцирование уравнения (8.17) по г после небольших 
преобразований приводит к уравнению (8.15) при /3 = 1, в котором величина 
ЗГ, — 4 заменена на Г,. Причиной такого различия является пренебрежение 
кривизной атмосферы в настоящем разделе. Если бы кривизна учитывалась, 
то был бы получен тот же множитель, что и в уравнении (8.15) (см., напри¬ 
мер, [37, Appendix]). 

Однако для низших мод пульсирующих звезд имеем X - R (/? — радиус 
звезды). Поэтому условие (8.18) принимает следующий приближенный вид: 
R > \р . Но с помощью теоремы вириала можно показать, что в довольно 
общем случае отношение \p/R по порядку величины равно отношению внут¬ 
ренней энергии на единицу массы на поверхности и в центре. Если рассматри¬ 
ваются обычные газовые звезды, в которых давление излучения не очень су¬ 
щественно, то приведенное утверждение означает, что для большинства 
звезд 


Хр /R ~ 


Температура на поверхности 


10“ 


2 - ю- 4 . 


(8.19) 


Температура в центре 
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Поэтому условие (8Л8), вероятно, с хорошей точностью выполняется для 
низших мод пульсаций большинства звезд. Однако для высших мод данное 
условие, возможно, не выполняется. Кроме того, наличие высокотемпера¬ 
турной короны могло бы привести к неполному отражению и, следователь¬ 
но, к распространению волн в корону, особенно для высших мод (см., напри¬ 
мер, [491]).. Более того, существование высокотемпературной короны или 
какие-то другие факторы могли бы при неко7 орых условиях повлечь за собой 
необходимость исследования решения к 2 в случае (а) (см., например, [286], а 
также ряд статей в [270]). Однако в данной части мы не будем проводить та¬ 
кое исследование. 


8.5. Проблема линейных адиабатических радиальных 
пульсаций как задача о собственных значениях 

Уравнение (8.6) — это обыкновенное дифференциальное уравнение второго 
порядка, и, значит, его решение должно включать две постоянные интегри¬ 
рования. Однако данное уравнение является также линейным и однородным 
по £, следовательно, одна из постоянных должна остаться произвольной (ес¬ 
ли { — решение, то решением будет и величина А£, где А — произвольная 
постоянная). С физической точки зрения произвольным должно быть абсо¬ 
лютное значение амплитуды пульсаций (. Вторую же постоянную интегриро¬ 
вания, очевидно, можно использовать для того, чтобы добиться выполнения 
одного из двух граничных условий: в центре или на поверхности. Единствен¬ 
ный оставшийся в распоряжении параметр — это а, угловая частота пульса¬ 
ций. Ее значение следует варьировать до тех пор, пока не будет удовлетворе¬ 
но другое граничное условие. Следовательно, существуют только определен¬ 
ные собственные частоты а 0 , о и ... и соответствующие собственные функции 
| 0 , Ір . . ., которые удовлетворяют граничным условиям в центре и на по¬ 
верхности. Вообще говоря, существует бесконечное множество собственных 
частот и соответствующих собственных функций, и значения собственных ча¬ 
стот в общем не кратны значению самой низшей, или основной, собствен¬ 
ной частоты (т 0 . Собственная функция £ 0 основной моды не имеет нулей или 
узлов в области 0 < г < R, а собственная функция £ к для Аг-й моды имеет 
ровно к узлов в этой области. В данной части книги мы будем иметь дело 
главным образом только с основной или низшими модами (см. сноску в разд. 
8.12в). 

Приведенные утверждения (вместе с их доказательствами) следуют и из 
того факта, что уравнение (8.6) относится к уравнениям типа Штурма — Ли- 
увилля, которые широко представлены в математической литературе (см., 
например, [282, ch. 9—11; 345, § 58]). 

В работе [23] отмечены некоторые очень интересные и способствующие 
более ясному пониманию параллели между линейным адиабатическим вол¬ 
новым уравнением и уравнением Шредингера в квантовой механике. Еще 
раньше несколько соображений на эту тему были высказаны в статье 
[367]. 
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8.6. Сотношение период — средняя плотность 

В данном разделе мы покажем, что из линейного адиабатического волнового 
уравнения следует соотношение период — средняя плотность для пульсирую¬ 
щих звезд (см., например, гл. 2). 

Это уравнение можно привести к безразмерному виду [явно мы здесь этого 
делать не будем, но см. ниже уравнение (8.58)], и тогда станет ясно, что уравне¬ 
ние содержит только один параметр. Этот параметр — безразмерное со¬ 
бственное значение, и этим собственным значением является, очевидно, ква¬ 
драт безразмерной угловой частоты 0: 

П 2 • o 2 R 3 /GM. (8.20) 

Величине О 2 можно дать простую физическую интерпретацию: она равна 
отношению ускорения единичной массы на поверхности звезды, связанного с 
угловой частотой а, к ускорению силы тяжести на этом уровне. Первое ускоре¬ 
ние равно также центростремительному ускорению очень близкого спутника, 
движущегося вокруг звезды по круговой орбите радиуса R с угловой частотой 
а. Для такой круговой орбиты ускорение должно быть равно ускорению силы 
тяжести на поверхности, поэтому в данном случае Q 2 = 1. Ниже мы покажем 
(разд. 8.9), что для пульсирующей звезды с Г, = Уз всегда должно выполнять¬ 
ся условие Q 2 ^ 1, т.е. период пульсаций всегда меньше периода обращения та¬ 
кого близкого спутника. 

Если линейное адиабатическое волновое уравнение в безразмерной форме 
применить к семейству гомологических звезд (см., например, [146, Ch. 22]) с 
одинаковыми значениями показателя адиабаты Г,, то легко видеть, что для 
всех членов семейства применимо одно и то же значение Q. Поскольку сред¬ 
няя плотность р а М/Д 3 , а а = 2т/П (где П — период пульсаций), то соот¬ 
ношение (8.20) представляет собой формулировку соотношения пе¬ 
риод — средняя плотность П (р)' Л = const для гомологических звезд с одина¬ 
ковыми значениями Г,. Если выразить данное соотношение через пульсаци- 
онную постоянную Q = ГКр/рд)^ 2 (здесь pQ — средняя плотность Солнца, 
равная 1,41 г/см 3 ), то оно примет вид 

Q d = 0,1159/0, (8.21) 

где индекс d означает, что величина Q выражена в сутках. Таким образом, 
только для гомологических звезд, имеющих одинаковые значения показателя 
адиабаты Г,, величина Q от звезды к звезде остается строго постоянной (для 
заданной моды). 

Реальные звезды не гомологичны, а показатель адиабаты Г, в общем не 
одинаков для всех звезд (кроме того, он и внутри звезды не является постоян¬ 
ным). Поэтому для заданной моды величина П (р)' Л не остается строго посто¬ 
янной от звезды к звезде. Однако оказывается (см. ниже разд. 8.12в), что дан¬ 
ная величина обычно является лишь медленно меняющейся функцией пара¬ 
метров звезды. В работах [151, 207, 301], а также [103] приведены удобные ап¬ 
проксимационные формулы, дающие зависимость Q от этих параметров. Не- 
адиабатичность и нелинейность также оказывают лишь слабое влияние на 
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значение Q, а значит, и на период пульсаций — обычно не более нескольких 
процентов (см. ниже гл. 9 и 12). Следовательно, большинство сделанных в 
настоящей главе замечаний о периодах справедливы в значительно более ши¬ 
роких пределах, а не только в случае строго линейных адиабатических колеба¬ 
ний. 


8.7. Физическое рассмотрение 

Линейное адиабатическое волновое уравнение можно вывести и из чисто фи¬ 
зических соображений, если представить себе адиабатическое смещение тон¬ 
кого слоя вещества из состояния гидростатического равновесия, а затем рас¬ 
считать все действующие на смещенный слой возвращающие силы. Тогда мы 
увидим, что а 2 пропорционально силовой постоянной (коэффициенту жестко¬ 
сти) простого гармонического осциллятора. 

Предположение о постоянстве а означает, что для всех слоев звезды сило¬ 
вая постоянная одна и та же: все слои имеют одинаковую собственную часто¬ 
ту колебаний. В специальном случае, когда величина £ (пространственная 
часть смещения f) не зависит от г 0 , неизменность силовой постоянной может 
быть достигнута только при т/гд = const, т.е. если равновесная модель яв¬ 
ляется однородной. 

Если же отбросить предположение о том, что £ не зависит от г 0 , то мы бу¬ 
дем иметь дело с произвольной равновесной моделью. Предположение о по¬ 
стоянстве величины о 2 и в этом случае означает, что все слои звезды должны 
характеризоваться одинаковой силовой постоянной. Но поскольку теперь мы 
имеем дело с произвольной моделью, для которой отношение т/г\ не являет¬ 
ся постоянным, то очевидно, что постоянство величины £ не приведет к 
а 2 = const. Тогда функция {(Гр) уже не будет произвольной: напротив, она до¬ 
лжна быть такой, чтобы обеспечить постоянство величины а 2 для заданной 
модели. Кроме того, величина £ (Гд) должна подчиняться граничным услови¬ 
ям в центре и на поверхности звезды. По причинам, указанным в разд. 8.5, 
только вполне определенные функции £*(г 0 ) — собственные функции — 
могут удовлетворять всем этим условиям. Соответствующие собственные 
значения о]- — это единственно возможные значения величины а 1 , для кото¬ 
рых все слои звезды характеризуются одной и той же силовой постоянной 
или одной и той же собственной частотой колебаний. Тот факт, что линейное 
адиабатическое волновое уравнение является дифференциальным уравнени¬ 
ем, означает, что возвращающая сила, действующая на заданный слой звез¬ 
ды, а следовательно, и частота его колебаний, зависит не только от величины 
I, но также и от ее производных. Поэтому поведение одного слоя звезды свя¬ 
зано с поведением других ее слоев и вся звезда пульсирует как единое целое. 

Можно представить себе ситуацию, при которой показатель адиабаты Г 1>0 
был бы меньше Уз в некоторой области (или областях) звезды и больше Уз в 
остальной части. (Именно такая ситуация должна преобладать в оболочках 
почти всех звезд, см. [146, Ch. 20].) И тем не менее вещество в той области 
(областях), где Г] о < Уз, останется динамически устойчивым, если устойчива 
звезда в целом, т.е. если постоянная а 2 положительна. 
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Поскольку величину а 2 можно интерпретировать по существу как силовую 
постоянную, ее значение должно возрастать с увеличением порядка моды, 
потому что более высоким модам соответствуют ббльшие ускорения. Отсю¬ 
да легко видеть, что величины \d^/dr\ и \d 2 £/dr 2 \ должны возрастать с уве¬ 
личением порядка моды, что подтверждается детальными расчетами. Более 
строго аналогичный вывод следует из математической природы линейного 
адиабатического волнового уравнения, представляющего собой уравнение 
типа Штурма — Лиувилля (см., например, [282, § 10.3]). (Однако такое заклю¬ 
чение не обязательно справедливо для нерадиальных колебаний, см. гл. 17.) 

Теперь можно задать вопрос, откуда звезда «знает», что она должна пуль¬ 
сировать с одинаковым для всех своих частей значением о 2 ? Сразу же можно 
ответить, что звезда в общем не обязана пульсировать указанным 
образом, и действительно, вероятно, многие реальные звезды вообще не 
испытывают таких колебаний (например, различные типы неправильных пе¬ 
ременных). Однако в огромном большинстве звезд, включая классические це¬ 
феиды, переменные типа RR Лиры и W Девы, по-видимому, все-таки проис¬ 
ходят именно такие простые пульсации, как если бы имелась только одна 
мода. 

Чтобы попытаться объяснить это явление, предположим, что величина а 2 
не одинакова для всех слоев вещества и, кроме того, что величина {•(/•„, t) яв¬ 
ляется по существу произвольной функцией переменных г 0 и t (лишь бы она 
удовлетворяла соответствующим граничным условиям). В таком случае дви¬ 
жение будет хаотическим и можно ожидать крутых градиентов температуры 
и давления. Как мы увидим в разд. 8.8, произвольные движения можно пред¬ 
ставить суперпозицией «нормальных мод», т.е. собственных функций; хаоти¬ 
ческие движения обычно соответствуют наличию мод произвольно высокого 
порядка. При рассмотрении реальных звезд следует отказаться от идеализи¬ 
рованного предположения об адиабатических колебаниях — необходимо учи¬ 
тывать эффекты приращения и потерь.тепла, а также влияние сил трения, об¬ 
условленных вязкостью. В общем можно ожидать, что оба эти эффекта бу¬ 
дут относительно большими при наличии крутых градиентов температуры и 
давления. 

Таким образом, можно предполагать, что в реальной звезде, в которой 
движение первоначально было хаотическим, быстрее всего будут «подавле¬ 
ны» моды самых высоких порядков, сопровождаемые самыми крутыми гра¬ 
диентами температуры и давления. По прошествии достаточно длительного 
времени останутся, вероятно, только несколько низших мод или же одна из 
них. Чтобы ответить, какая же мода (или моды) в конце концов останется, 
нужно детально проанализировать как механизмы затухания, так и все воз¬ 
можные механизмы возбуждения, которые могут действовать в звезде. Если 
бы звезда была пульсационно устойчива относительно всех мод, то даже ука¬ 
занная оставшаяся мода (или моды) в конце концов была бы подавлена. 

Итак, хаотические движения, по-видимому, приводят к диссипации энер¬ 
гии, и поэтому вследствие неадиабатических эффектов и трения они затухают 
быстрее, чем упорядоченные движения. Следовательно, в общем можно ожи¬ 
дать, что в природе упорядоченное движение преобладает над хаотическим. 
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Такое предположение может служить ответом на поставленный выше вопрос 
и может свидетельствовать в пользу существования пульсирующих звезд, в 
которых, по всей вероятности, происходят довольно простые движения. 

8.8. Обсуждение собственных значений: 
математический подход 

Собственные функции и собственные значения линейного адиабатического 
волнового уравнения обладают рядом важных свойств. Например, собствен¬ 
ные функции £ к ортогональны между собой при условии, что интегрирование 
ведется по dl = Pdm, а все собственные значения а к вещественны. Эти 
свойства обусловлены самосопряженным (эрмитовым) характером линейно¬ 
го адиабатического волнового уравнения. 

Для Аг-й моды это уравнение имеет вид (8.6) с {(г) = £ к (г) и зависимостью 
от времени, даваемой соотношением (8.5) (а * а к ). Уравнение (8.6) можно 
записать в виде 

^ t, (8-22) 

где линейный оператор определяется следующим соотношением: 

- l —^ r (T l Pr 4 dy/dr) - I [(ЗГ, - 4)P]j у. (8.23) 

Важное свойство оператора ^состоит в том, что он является эрмитовым 
(или самосопряженным), если на поверхности звезды (при г = R, где 
R — равновесный радиус) выполняется условие Р = 0. Это означает, что ес¬ 
ли и и ѵ — «достаточно регулярные» функции, то справедливо равенство 

j = j v (SuyPdm, (8.24) 

где интегрирование проводится по полной массе звезды А/, а звездочка обо¬ 
значает комплексно сопряженные величины. 

Самосопряженность оператора можно проверить, подставив выраже¬ 
ние (8.23) для ^ в первый интеграл соотношения (8.24) и использовав при 
этом соотношение dm = ArPpdr. Интегрируя затем по частям с учетом ра¬ 
венства нулю давления Р на поверхности звезды и замечая, что оператор 

— вещественный, мы видим, что функции и* и у в первом интеграле в 
уравнении (8.24) можно менять местами, не изменяя при этом значения инте¬ 
грала. Тем самым доказывается самосопряженность оператора опреде¬ 
ленного выражением (8.23). 

Из самосопряженности оператора ^следует вещественность всех его со¬ 
бственных значений а к , что хорошо известно тем, кто изучал квантовую ме¬ 
ханику (см. также разд. 15.2). Положительные значения а к (величина а к ве¬ 
щественна) соответствуют колебаниям с постоянной (во времени) амплиту¬ 
дой, тогда как отрицательные значения а к (величина а к мнимая) соответству- 
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ют динамической неустойчивости. (Как показал Кокс [132], такая неустойчи¬ 
вость неизбежно приводит либо к коллапсу, либо к неограниченному расши¬ 
рению.) 

Поэтому в рассматриваемом случае не существует таких решений линей¬ 
ного адиабатического волнового уравнения, которые бы соответствовали ко¬ 
лебаниям с положительным или отрицательным затуханием (когда о к ком¬ 
плексное) (однако если в невозмущенной модели присутствуют движения, то 
решения уравнения, характеризуемые комплексными значениями а к , все-таки 
существуют, см. гл. 15 и разд. 19.1). Приведенное утверждение еще раз под¬ 
черкивает, что теория полностью консервативных адиабатических колеба¬ 
ний обычно не в состоянии дать прямой информации о пульсационной неу¬ 
стойчивости звезды. 

Легко также продемонстрировать ортогональность собственных функ¬ 
ций, но мы этого здесь делать не будем (см. разд. 15.2). Если % к и 
— некоторые произвольные собственные функции, то условие ортогональ¬ 
ности можно выразить следующим образом: 

jf = J k b k „ (8.25) 


|і£*.1 2 dl (8.26) 

к -й моды, д к1 — символ Кронеке- 
(8.27) 


J к — j \% k \ 2 r 2 dm = 

есть осцилляторный момент инерции для 
ра (5 к1 = 0 при к Ф I, 6 кк = 1), а 

/ ■ j r^dm 


есть момент инерции звезды относительно центра. 

Более общие решения линейного адиабатического (или нелинейного и неа¬ 
диабатического) волнового уравнения всегда можно выразить через собст¬ 
венные функции £ к оператора -4 поскольку последовательность этих собст¬ 
венных функций является полной (см., например, [282, Ch. 11]). Таким обра¬ 
зом, если !Хг, /) — произвольная функция, для которой существует интеграл 
j I Г(г, Ol^dm, 


то можно записать 

№■.0= £ q k m k (r), (8.28) 


где функции q k (t) зависят только от времени и вследствие ортогональности 
собственных функций £ к определяются для любых к посредством соотноше¬ 
ния 

Я к (0 = (1/4) і 4* (гШг, t )r 2 dm. 


(8.29) 
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8.9. Условия существования осциллирующих решений 

В этом разделе будут исследованы некоторые условия существования осцил¬ 
лирующих решений линейного адиабатического волнового уравнения для 
произвольной сферической модели звезды при основных допущениях, сделан¬ 
ных в данной части. Обсуждение многих вопросов, рассматриваемых в насто¬ 
ящем разделе, можно найти также в статье Леду и Вальравена [345, § 60]. 

Запишем сначала выражение для собственного значения о\ в виде интегра¬ 
ла по всей звезде: 

а\ = (1/У*) j Ц UZ k ydm. (8.30) 

м 

Подробно мы рассмотрим лишь случай, когда показатель адиабаты Г, по¬ 
стоянен по всей звезде. Тогда уравнение (8.30) [после подстановки в него вы¬ 
ражения (8.23) для оператора' IR и небольших преобразований] можно запи¬ 
сать в виде суммы двух интегралов, один из которых для звезды в гидроста¬ 
тическом равновесии всегда положителен или равен нулю, а другой положи¬ 
телен при Г, > Уз. Таким образом, если Г[ > Уз, то для всех к о\> 0 . Поэ¬ 
тому при Tj > Уз для всех мод существуют осциллирующие решения для лю¬ 
бой равновесной модели звезды. 

Если Г, = Уз, то второй из вышеупомянутых интегралов обращается в 
нуль, откуда следует, что для любых к о 2 ^ 0. Однако для основной моды 
(к = 0) можно показать исходя из вариационного свойства линейного адиа¬ 
батического волнового уравнения (разд. 8.10), что в данном случае справедли¬ 
во строгое равенство Дд = 0 (явно мы этого показывать не будем). Таким об¬ 
разом, при Г, = Уз любая звезда находится в состоянии безразличного равно¬ 
весия относительно колебаний в основной моде = 0). Из вариационного 
свойства следует также, что в рассматриваемом случае d^dr = 0, т.е. | 0 не 
зависит от г. Поэтому для основной моды смещение (6г) 0 уровня, соответст¬ 
вующего заданному значению лагранжевой переменной, пропорционально 
его расстоянию т от центра, т.е. имеет место гомологическое расширение или 
сжатие с произвольным характерным временем. 

Поскольку линейное адиабатическое волновое уравнение — это уравнение 
типа Штурма — Лиувилля, собственные значения можно упорядочить та^ 
чтобы а\ > CTq, где к > 0 (см., например, [282, Ch. 10]). Отсюда следует, что 
для Г, > Уз а* > 0 (к > 0). Этот результат означает, что безразличное рав¬ 
новесие при Г, = Уз существует только для основной моды; все более высо¬ 
кие моды являются осциллирующими. Однако если модель находится в со¬ 
стоянии безразличного равновесия по отношению к основной моде, то вы¬ 
сшие моды обычно не представляют большого интереса. 

Если Г, = const и меньше Уз, то вновь исходя из вариационного свойства 
можно показать, что Дд < 0 по крайней мере для основной моды. Следова¬ 
тельно, звезда динамически неустойчива по меньшей мере, в основной мо¬ 
де, а, возможно, и в нескольких ближайших модах. Однако поскольку по по¬ 
рядку величины \d!- k /dr\ 2 - I£*1 2 /Х*, где X* — «длина волны» к-Рі моды, и 
поскольку один из двух вышеупомянутых интегралов содержит 1/Х*, то с уве- 
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личением к интеграл растет, а поэтому растет и of. С другой стороны, вто¬ 
рой из этих интегралов не очень чувствителен к порядку моды. Следователь¬ 
но, даже при Г, < Уз для достаточно высоких мод должны существовать ос¬ 
циллирующие решения. 

К такому же выводу можно прийти и из интуитивных соображений. Заме¬ 
тим, что один из двух интегралов содержит множитель (ЗГ, — 4), который 
обусловлен, по существу, силами гравитации и сферической симметрией зада¬ 
чи; второй же интеграл связан в основном с сжимаемостью (объемной упру¬ 
гостью) газа (разд. 8.1). Ясно, что динамическая неустойчивость вызывается 
первым из этих интегралов. Когда величина Х к становится малой по сравне¬ 
нию с радиусом R, очевидно, что силы упругости оказываются более важны¬ 
ми, чем силы гравитации и эффект сферической симметрии. В данном пределе 
мы имеем дело с плоскими звуковыми волнами, для которых существенны 
только силы упругости. Как и раньше, осциллирующие решения для высших 
мод, вероятно, не представляют большого интереса, если звезда динамиче¬ 
ски неустойчива в основной моде. 

Если Г, * const, то рассмотрение становится более сложным, и в отноше¬ 
нии динамической неустойчивости уже нельзя сделать таких четких выводов, 
как раньше (см., например, [345, § 58]). Тем не менее на данном этапе имеет 
смысл переписать выражение (8.30) для а 2 через некоторые усредненные ве¬ 
личины. 

Во-первых, определим следующее среднее: 

(,r l r 2 \d^ k /drl 2 ) ш j Г 1 Рг 2 і</£*/сИ 2 </К/ j PdV, (8.31) 

где dV = 4*r 2 dr — элемент объема, а интегралы взяты по всему объему V 
звезды. Определим также среднее значение величины І£*І 2 : 

<lf*l 2 > = /-‘j І{*1 Vdm = /-* j \Z k \ 2 dI = J//I, (8- 32 ) 

гд eJ k — осцилляторный момент инерции, а / — момент инерции звезды от¬ 
носительно центра [см. соотношения (8.26) и (8.27) соответственно]. 

Среднее значение величины ЗГ, — 4 определим посредством соотношения 

я R 

((ЗГ. - 4 )Р -- (4тгг>1^1 2 ) dr = (ЗГ, - 4) \Р І. (4тг 3 І£ J 2 ) dr. (8.33) 
о d r о dr 

И наконец, определим еще один тип среднего значения величины І£*І 2 : 

j \l k \ 2 d (-0) = (ТІ^Н-О), (8.34) 

п 

где Я — гравитационная потенциальная энергия звезды в равновесном состо¬ 
янии [см. уравнение (2.11)] [не путать с безразмерной угловой частотой коле¬ 
баний, определенной выражением (8.20)]. Величина d(—Q) — это как раз 
подынтегральное выражение в уравнении (2.11). 

Соберем теперь различные члены, используем теорему вириала в виде 
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(2.10), проинтегрируем несколько раз по частям и сделаем несколько других 
преобразований. В результате получим 


4 = (<Г l r 2 \d% k /dr\ 2 /3}/( і£*і 2 > + (ЗГ, - 4)(Tijfy< І{*1 2 > ) (-12/7) 
■ «(-(!//), 


(8.35) 

(8.36) 


что служит также определением безразмерной величины а. 

Отметим, что, за исключением довольно высоких мод, а обычно порядка 
единицы, так как два типа средних значений І£*І 2 в соотношении(8.35), веро¬ 
ятно, несильно отличаются друг от друга. Кроме того, поскольку 
\dt. k /dr\ 2 — I к к 1 2 /4’ где — «Длина волны» к-Рі моды, первое слагаемое в 
фигурных скобках в (8.35) должно быть порядка Л 2 /х£ (R — радиус звезды), 
т.е. приблизительно равно квадрату числа «длин волн», укладывающихся на 
диаметре звезды. Следовательно, можно ожидать, что для довольно высо¬ 
ких мод <т 2 - (R 2 /4)oq. Отметим также, что второй множитель (— 12 /I) опре¬ 
деляется равновесной моделью звезды и не зависит от ее пульсационных 
свойств. 

Тот факт, что, согласно соотношению (8.36), а\ — (-12//) (по крайней 
мере для низших мод) иллюстрирует общее сходство (радиальных) звездных 
пульсаций с обычными колебательными системами. 

Наконец, можно привести еще две формы соотношения (8.35), которые на¬ 
глядны и полезны. Во-первых, отметим, что в выражении для гравитацион¬ 
ной потенциальной энергии 12 текущее значение массы т можно записать че¬ 
рез р (г) — среднюю плотность вещества внутри сферы радиуса г: 

р (г) «е т/(Узтг 3 ). (8.37) 


Тогда получаем 

4 = а ■ Лжвр (р (г)/р)/ 3, (8.38) 

где р — средняя плотность всей звезды, а угловые скобки обозначают соот¬ 
ветствующее [аналогичное (8.32)] среднее от указанной величины, взятое по 
всей звезде. 

Соотношение (8.38) показывает, что 4 ~ Gp по крайней мере для доста¬ 
точно малых к, а это как раз и есть упоминавшееся выше соотношение 
период — средняя плотность (см. гл. 2 и разд. 8.6). Кроме того, согласно 
(8.38), 4 возрастает с увеличением степени концентрации массы к центру, 
т.е. с ростом <р(г)/р>. С физической точки зрения, звезда с большой концент¬ 
рацией массы «крепче связана», чем звезда с малой концентрацией, и интуи¬ 
тивно можно ожидать более высокой частоты пульсаций в первом случае, 
чем во втором. Однако зависимость а \от степени концентрации массы не мо¬ 
нотонна (см. разд. 8.12в); в формуле (8.38) это учитывается посредством мно¬ 
жителя а. 

Во-вторых, снова используем теорему вириала в виде (2.10) и выразим ве¬ 
личину -12 через массу звезды М и через определенные подходящим образом 
средние значения по всей звезде показателя адиабаты Г, и адиабатической 
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скорости звука v s . Запишем также I = М < Л 2 >, где <Л 2 > Ѵі — величина поряд¬ 
ка Л — есть своего рода гирорадиус звезды. В результате получим 

of = а;3<1/Г,><і; 2 >/<Л 2 >. (8.39) 

Это соотношение показывает, что по крайней мере для низших мод (малые 
к) а 2 к ~ <і> 2 >/</? 2 ), т.е. соответствующий период пульсаций П* - 
- «Д 2 )/<ѵр)' л . Таким образом, как и утверждалось в гл. 2, период пульса¬ 
ций звезды в одной из низших мод по порядку величины действительно равен 
времени распространения звуковой волны вдоль звездного диаметра. 

Заканчивая раздел, заметим, что уравнение (8.35) можно использовать для 
определения нижнего предела а к для звезды с заданными средней плотностью 
р и постоянным значением Г,. Если предположить, что средняя плотность 
р (г) внутри сферы радиуса г не возрастает наружу, то получим 

а\ J (ЗГ, - 4) 4irGp/3 для любых fc, (8.40) 

где нижний предел равен а 2 для основной моды однородной модели с такими 
же Г, и р, как и у рассматриваемой звезды. 

8.10. Вариационное свойство собственных значений 

Выведенные в разд. 8.9 выражения для казалось бы, представляют чисто 
академический интерес, если не считать их роли для облегчения понимания 
физической картины пульсаций. Действительно, чтобы оценить интегралы в 
этих выражениях, необходимо знать собственные функции £*(/■), для нахож¬ 
дения которых обычно должны быть заранее известны собственные значения 
а\, или же их можно получить одновременно с нахождением собственных зна¬ 
чений. Поэтому возникает вопрос о практической пользе приведенных выра¬ 
жений. 

В этом разделе мы покажем, что собственные значения подчиняются вари¬ 
ационному принципу, поэтому эти выражения (точнее, выражения, очень по¬ 
хожие на приведенные в разд. 8.9) очень удобны для оценок а\, когда не из¬ 
вестны собственные функции £ к , т.е. не решена полная задача о собственных 
значениях. Как хорошо известно, вариационный принцип вытекает в конеч¬ 
ном счете из самосопряженности оператора У (см. разд. 8.8). Наше доказа¬ 
тельство вариационного принципа в некоторой степени следует доказатель¬ 
ству, приведенному в [356]. 

Пусть и(г) — любая достаточно регулярная функция равновесного теку¬ 
щего радиуса г. Введем вещественное число £ 2 : 

Е 2 * У" 1 j u*y(u)r 2 dm , (8.41) 

где J определяется в соответствии с выражением (8.26) с заменой в нем £ к на 
и. Линейный оператор У определяется соотношением (8.23), а интегрирова¬ 
ние проводится по полной массе звезды М. 

Представим теперь, что величина и (г) для любого г испытывает произ¬ 
вольное, но малое изменение Д и(г). Можно ожидать, что при такой вариации 
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величины и(г) число Е, определенное формулой (8.41), изменится на ДЕ. Из¬ 
менение ДЕ можно вычислить, если проварьировать уравнение (8.41), считая 
оператор Д обычным дифференциальным оператором. Отметим, что опера¬ 
тор Д можно внести под знак интеграла, поскольку эта вариация не относит¬ 
ся к величине г или к соответствующему значению текущей массы т, т.е. при 
варьировании г остается фиксированным. 

Умножая (8.41) на J и беря вариацию, получаем выражение, связывающее 
величины ДЕ, и, и *, Дм, Дм*, У (и) и Д -г?(и). Поскольку оператор ^линей¬ 
ный, АУ (и) = У(Аи). Кроме того, оператор У самосопряженный, и поэ¬ 
тому в указанном выражении можно менять местами величины Дм и м*. На¬ 
конец, учтем, что операторѣ и величина Е 2 вещественны. В результате име- 

2 J ЕДЕ + 2Re ( j (Дм*)(Е 2 м - У(и)]г*(іт ) = 0, (8.42) 

где Re {...) — вещественная часть указанной величины. 

Итак, если и(г) является решением уравнения 

Е 2 и — У (и) = 0, (8.43) 

то ДЕ = 0 даже при Ди* Ф 0. И обратно, если ДЕ = 0, а Дм*(г) — произ¬ 
вольная (но малая) функция г , то и (г) должно быть решением уравнения 
(8.43). Но уравнение (8.43) — это как раз линейное адиабатическое волновое 
уравнение, откуда и (г) * % к (г) и Е 2 = сг 2 , т.е. имеем соответственно со¬ 
бственную функцию и собственное значение линейного адиабатического во¬ 
лнового уравнения для к-й моды. Итак, мы доказали следующее: те решения 
уравнения (8.43), для которых величина Е имеет экстремум (ДЕ = 0) относи¬ 
тельно произвольно малых изменений функции и (г), являются собственны¬ 
ми функциями £*(/•), а связанные с такими решениями собственные 
значения — соответствующими адиабатическими собственными значения¬ 
ми сг 2 для k -й моды. 

Практическая польза применения вариационного принципа обусловлена 
тем, что при непрерывном изменении функции и (г) величина Е 2 проходит че¬ 
рез истинный экстремум и это экстремальное значение Е 2 = о% достигается 
тогда, когда и(г) * к к (г)- Следовательно, для заданной пробной функции 
и (г) = £Дг) ошибка в величине Е 2 много меньше, чем ошибка в м(г). Поэтому 
даже очень грубая пробная функция и (г) часто обеспечивает весьма точное 
приближение к значению а\ (см. разд. 8.15). Иначе говоря, если функция и (г) 
всюду отличается от і к (г) на малую величину порядка е, то Е 2 отличается от 
а к на малую величину порядка е 2 . 

Некоторые приложения вариационного принципа представлены в [235, 
Ch. 15]; см. также [345, § 58]. 

Вариационный принцип особенно полезен для основной моды (Ат = 0) ра¬ 
диальных колебаний, поскольку в этом случае величина Е 2 подчиняется при¬ 
нципу минимума (частный случай экстремума). Это заключение вытекает из 
самой природы линейного адиабатического волнового уравнения, являюще¬ 
гося уравнением типа Штурма — Лиувилля, и, в частности, из того факта, 
что собственные значения в этом случае можно упорядочить (см., например, 
[282, Ch. 10]). 
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Итак, сформулируем принцип минимума в приложении к основной моде 
радиальных колебаний: функция и(г), которая приводит к самому глубокому 
возможному минимуму величины Е 2 , — это основная собственная функция, а 
соответствующий минимум Е 2 — это основное собственное значение а^. 

Принцип минимума можно использовать для доказательства некоторых 
утверждений, высказанных в разд. 8.9 (однако здесь мы не будем приводить 
эти доказательства в явном виде). Во-первых, можно доказать, что независи¬ 
мо от модели звезды а\ = 0 и £g(r) = const при Г, = Уз, а при Г, < Уз 
Од < 0. (Однако, согласно обшей теории относительности, динамическая неу¬ 
стойчивость возникает при значении Г,, несколько большем Уз,как впервые 
показал Чандрасекар [74 — 76]*; см. также разд. 19.5.) Во-вторых, из указан¬ 
ного принципа можно получить уравнение (8.3) для угловой частоты основ¬ 
ной моды однородной модели, имеющей постоянную плотность р (г) = р по 
всему объему (р — средняя плотность) и постоянное значение Г,; кроме то¬ 
го, можно показать, что для этой модели tyr) = const. 

Наконец, как отмечали Леду и Вальравен [345, § 60], принцип минимума 
позволяет установить верхний предел на значение о%. Рассмотрим случай 
Г, Ф const. Величину Е 2 можно записать здесь в форме уравнения (8.36). Взяв 
простую пробную функцию и (г) = const и использовав принцип минимума, 
получим 

о 2 ^ (ЗГ, - 4) ц ш const (-0//) - & и ш const , (8.44) 

где для величины (ЗГ, - 4) u = cons( из (8.33) легко получить простое выраже¬ 
ние (в явном виде мы этого делать не будем). 

Итак, если Г, = const, то величина «^должна быть заключена в интервале 
(ЗГ! - 4) 4xGp/3 ^ а 2 < Е 2 = const , (8.45) 

где нижний предел относится к однородной модели (см. (8.40)), а верхний 
определяется соотношением (8.44) при Г, = const. 

8.11. Физическая интерпретация некоторых выражений 

В настоящем разделе мы рассмотрим в основном физический смысл инте¬ 
гральных выражений на примере уравнения (8.30) для квадрата собственной 
частоты с 2 к -й моды линейных адиабатических радиальных пульсаций. Как 
показали Леду и Вальравен [345, § 59], вариационное свойство собственных 
значений линейного адиабатического волнового уравнения (см. разд. 8.10) со¬ 
ответствует тому, что звезда как механическая система должна подчиняться 
принципу Гамильтона в классической механике. 

Поскольку в обсуждаемые выражения входят квадраты малых величин, 
нужно быть очень внимательным при использовании комплексных обозначе¬ 
ний. Например, Re (f 2 ) Ф [Re(f)] 2 . 

*С. А. Каплан (Ученые записки Львовского университета им. И. Франко, 15, 
вып. 4, 109, 1949) показал, что этот эффект приводит к уменьшению предельной массы 
белого карлика. — Прим. ред. 
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Относительное смещение f = Ьг/г можно записать в следующем виде: 

&r,t) = £(г)е‘ аІ = l$(r)l<? , '«'V‘", (8.46) 

где I £ I — модуль смещения f, а ф — (база смещения, которая в общем 
случае является функцией г, но в случае чисто стоячих волн от г не зависит. 
Поэтому записывая, например, f 2 , мы подразумеваем [Re(f)] 2 . 

Вычислим теперь полную кинетическую энергию^радиально пульсирую¬ 
щей звезды, все еще рассматривая чисто осциллирующие решения (а вещест¬ 
венно): 

&= j ‘/2 {Э [Яе(і)]/Э/) 2 А//я, (8.47) 

где интегрирование проводится по всей массе звезды. Можно показать, что F 
как функция времени может обратиться в нуль только в случае стоячих волн, 
причем дважды в течение каждого периода пульсаций. Однако в общем слу¬ 
чае минимальное значение ^положительно, т.е. полная кинетическая энер¬ 
гия в течение периода никогда не обращается в нуль; этого и следует ожи¬ 
дать, если движение не имеет характера стоячей волны. В любом случае сред¬ 
нее значение & полной кинетической энергии за период П = 2т/о равно 

& = A a 2 j \£\ 2 r 2 dm. (8.48) 


Учитывая (8.26), получаем 

a 2 J = АГ. (8.49: 

Следовательно, левая часть уравнения (8.30) (после умножения на J k ) равна 
4^, т.е. она в 4 раза больше полной средней кинетической энергии к -ft моды. 
(Ниже мы будем опускать индекс к, поскольку все последующие рассуждения 
справедливы для любых к.) 

Рассмотрим теперь правую часть уравнения (8.30) (после умножения на 
J k ). Чтобы дать ей физическую интерпретацию, вычислим полную работу, 
совершенную силой, обусловленной наличием градиента давления, и силой 
тяготения, которые действуют на звезду при небольшом отклонении ее от со¬ 
стояния гидростатического равновесия*. 

Предположим, что заданный слой звезды, равновесный радиус которого 
равен г 0 , уже смещен от равновесного положения на расстояние Ьг' * г). С 
точностью до величин 1-го порядка малости можно рассчитать полную силу, 
действующую на слой в результате такого смещения и отнесенную, скажем,к 
единице массы. Тогда работа (на единицу массы), совершаемая над слоем при 
его дальнейшем смещении на расстояние dr], будет равна произведению ука¬ 
занной силы на dr). После небольших преобразований с использованием лине¬ 
аризованного уравнения неразрывности мы получим выражение, в которое 
входит, в частности ,d(5P/P 0 ). Исключим эту величину с помощью уравнения 


* Сюда не включается работа, совершенная в результате расширения или сжатия 
массовых слоев; т.е. рассматривается только та работа, которая может проявляться 
как кинетическая энергия (см. разд. 4.2). 
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энергии (7.8), в котором используем равенство (7.10) (таким образом, будем 
считать процессы термодинамически обратимыми). Наконец, проинтегриру¬ 
ем полученное выражение по полному смещению бг (г 0 , t) = (Э 0 и по всей мас¬ 
се звезды М. Полная работа, совершенная над звездой силами, сопровожда¬ 
ющими такое смещение, определится тогда суммой нескольких интегралов 
по всей звезде, включающих величины f, бр/р 0 , вариацию энтропии и субстан¬ 
циональную производную этой вариации. 

Отметим, что лишь та часть работы, в которую входят f и 6р/р 0 , действи¬ 
тельно является консервативной, т.е. зависит от конечного смещения и не за¬ 
висит от его траектории или от способа, каким это конечное смещение было 
достигнуто. Следовательно, указанная часть работы обладает свойствами, 
присущими потенциальной энергии. Значения оставшихся членов зависят от 
того, какой теплообмен с окружающей средой происходил во время смеще¬ 
ния и, следовательно, от пути, выбранного для достижения конечного смеще¬ 
ния. Поэтому данные члены не являются консервативными в вышеупомяну¬ 
том смысле. Они представляют собой работу, совершенную над звездой неа¬ 
диабатическими неконсервативными силами, действующими во время сме¬ 
щения. 

Согласно изложенному, запишем полную работу W в виде 

W = -6Ф + неадиабатические члены, (8.50) 

где с точностью до малых величин второго порядка 

6Ф = I [Г 10 Я 0 (6р/р 0 ) 2 /2р 0 - 2GM£ 2 /r 0 ] dm. (8.51) 

Величина 6Ф — это эффективная потенциальная энергия звезды в возмущен¬ 
ном состоянии, причем 6Ф = 0 соответствует состоянию гидростатического 
равновесия. Знак минус в уравнении (8.50) использован потому, что потенци¬ 
альная энергия системы всегда (если не считать произвольно устанавливаемо¬ 
го нульпункта) принимается равной работе против действующих на систему 
сил. 

Чтобы было легче понять, какой знак будет иметь величина 6Ф, опреде¬ 
ленная соотношением (8.51), можно выразить 6Ф только через f = br/r Q и 
д^/дГд. Используем линеаризованное уравнение неразрывности, раскроем 
квадратные скобки и проинтегрируем по частям с учетом того, что Р = 0 на 
поверхности звезды. После небольших преобразований в результате получим 
(опуская индекс 0) 
я 

6Ф = И j ИтгІ^/ѵѴГ/бг) 2 - А-кг 3 ^ [(ЗГ, - 4 )P]/dr)dr. (8.52) 

о 

Напомним, что величина f (г, I) здесь по существу произвольная, но вещест¬ 
венная функция расстояния г и времени t. 

Отметим, во-первых, что если Г, = const > Уз, то 6Ф > 0 для любого 
смещения f Ф 0 (при условии, что в невозмущенном состоянии звезда нахо¬ 
дится в гидростатическом равновесии). Кроме того, при этом же условии от¬ 
сутствие членов первого порядка в выражении для 5Ф означает, что в первом 
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приближении производная 5Ф по «смещению» при f = 0 равна нулю. Следо¬ 
вательно, величина 6Ф имеет истинный минимум относительно любого воз¬ 
можного смещения из состояния гидростатического равновесия (и это мини¬ 
мальное значение равно нулю). 

Во-вторых, при Г, = const < Уз 5Ф < 0, если смещение f(r, t) является по¬ 
стоянным вдоль радиуса и производная 6Ф по «смещению» снова равна нулю 
при f = 0. Таким образом, если вдоль радиуса f(r. t) = const или изменяется 
достаточно медленно, то возможным состоянием является либо безраз¬ 
личное равновесие с произвольным характерным временем, либо динамиче¬ 
ская неустойчивость. Однако если градиенты смещения f(r, t) достаточно 
круты, то величина 5Ф может быть положительной даже при Г, < Уз. Этот 
вывод не противоречит нашим предыдущим результатам, поскольку в рас¬ 
сматриваемом случае величина f(r, t) не обязательно является собственной 
функцией линейного адиабатического волнового уравнения. Действительно, 
сделанный вывод представляется возможным, так как известно, например, 
что достаточно высокие моды линейного адиабатического волнового уравне¬ 
ния динамически устойчивы даже при Г, < Уз. 

Чтобы завершить обсуждение уравнения (8.30), возьмем от величины 6Ф, 
представленной уравнением (8.52), среднее по времени за полный период 
П = 2іг/а, считая движение строго периодическим с угловой частотой а. По¬ 
мня о предостережениях, касающихся обозначений комплексных величин, по¬ 
лучаем 

5Ф= '/«J (8.53) 

где S — линейный оператор, определенный соотношением (8.23). 

Таким образом, мы имеем следующую физическую интерпретацию урав¬ 
нения (8.30): 

4.ІГ= 45Ф, (8.54) 

т.е. в колебательном движении средняя кинетическая энергия равна средней 
потенциальной энергии. Отметим, что хотя уравнение (8.30) применяется 
специально для собственных значений а\ и собственных функций Ь к (г) линей¬ 
ного адиабатического волнового уравнения, наша интерпретация этого урав¬ 
нения, представленная соотношением (8.54), не требует, чтобы величины а 2 и 
£(/•) были соответственно собственным значением и собственной функцией 
такого уравнения. 

Результат (8.54) является довольно общим,и его иногда называют принци¬ 
пом Рэлея. Он устанавливает, что в любой колебательной системе частота 
колебаний подстраивается таким образом, чтобы средние кинетическая и по¬ 
тенциальная энергии были равны. Для возмущения произвольной формы £(/•) 
это уравнение дает простой и эффективный метод оценки частоты колебаний 
осциллирующей системы (см., например, [570]). 

Полная пульсационная энергия звезды равна 
* = JT+ 6Ф, 


(8.55) 
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причем Ф = 0 в статическом состоянии звезды. Среднее от Ф за период будет 
равно 

Ф = 2.ІГ=2бФ. (8.56) 

Для стоячих волн полная пульсационная энергия Ф строго постоянна, и она 
поочередно превращается из чисто кинетической в чисто потенциальную, как 
для простого одномерного маятника. Если пульсации имеют компонент типа 
бегущей волны (в выражении (8.46) фаза ф(г) Ф const), то величина Ф уже не 
строго постоянна, но осциллирует с малой амплитудой и с угловой частотой 
2 а относительно своего среднего значения Ф [напомним, что величина Ф за¬ 
висит от квадратов тригонометрических функций; см., например, уравнение 
(8.52)]. 

Справедливость этих утверждений становится очевидной, если учесть, что 
величина 6Ф, определяемая с точностью до членов второго порядка соотно¬ 
шением (8.52), может быть выражена в общем виде, т.е. нелинейно, вследст¬ 
вие ее связи с суммой гравитационной E g и потенциальной U энергий звезды 
(в разд. 4.6 гравитационная энергия была обозначена Ф). Для сферически сим¬ 
метричного распределения вещества это общее выражение имеет вид 


6Ф = б J,E g + U) = 6 ad j (- Gm/r + E)dm, (8.57) 

где E — внутренняя энергия на единицу массы, a 6 ad означает, что берется 
адиабатическая вариация. Можно показать в явном виде, что величина 6Ф, 
определенная этим выражением и взятая с обратным знаком, равна работе, 
совершаемой в процессе пульсаций силой, обусловленной наличием градиен¬ 
та давления, и силой тяготения, действующими на звезду при адиабатиче¬ 
ском смещении всех ее слоев. 

На основе вышеприведенных замечаний становится ясно, что полная пуль¬ 
сационная энергия Ф, представленная с точностью до членов второго порядка 
соотношением (8.55), — это частный случай более общей полной энергии Ф, 
определенной в разд. 4.6. Следовательно, рассмотренная в разд. 4.6 теорема 
обшей энергии применима и к величине Ф в уравнении (8.55). 

Выражение (8.52) для 6Ф можно получить и непосредственно из уравнения 
(8.57), если взять указанную в нем вариацию. Эту вариацию следует брать, 
однако, с точностью до малых величин второго порядка, поскольку вариация 
с точностью до членов первого порядка тождественно обращается в нуль, ес¬ 
ли невозмущенная система находится в гидростатическом равновесии. 

В работе [559] получено разложение величины 5Ф с точностью до членов 
третьего порядка. Вариация до третьего порядка может дать информацию о 
направлении нарастания возмущения (т. е. о расширении или сжатии) в случае 
динамически неустойчивой системы. Такая вариация показывает, например, 
что при Г, = const < *Л и при гомологическом движении (когда величина 
f = const в пространстве) неустойчивость развивается в том же направлении, 
в котором действовало первоначальное возмущение, что представляется 
вполне естественным. 


7-362 
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8.12. Решение линейного адиабатического 
волнового уравнения 

В настоящем разделе мы рассмотрим практические методы численного реше¬ 
ния линейного адиабатического волнового уравнения для произвольных рав¬ 
новесных моделей звезд, а также суммируем результаты фактического реше¬ 
ния этого уравнения для нескольких конкретных моделей. Будут рассмотре¬ 
ны два общих метода решения данного уравнения. Один из них, обсуждае¬ 
мый в п. 8.12а, основан на методах сшивки. Еще несколько лет назад исполь¬ 
зовался практически только этот метод и его продолжают применять многие 
исследователи по сей день. Второй метод, рассматриваемый в п. 8.126, осно¬ 
ван на матричной алгебре и на свойствах последовательностей Штурма. На¬ 
конец, в п. 8.12в будут рассмотрены результаты для избранных звездных мо¬ 
делей. 


8.12а. МЕТОДЫ СШИВКИ 

Запишем пространственную часть (8.6) линейного адиабатического волново¬ 
го уравнения в безразмерном виде 

V = (R/x\ p )[(x - 4 \p/R)Z’ - [ОѴ/Г і<? - (ЗГ, - 4)/Г,]£) + 

+ (R/x\p)(xi; ' + 3£W In Г /rflnP. (8.58) 
Здесь £ — пространственная часть смещения f =* 5r/r Q , Q — безразмерная 
угловая частота, определенная выражением (8.20), a q = т/М, где 
М —полная масса звезды и т — масса внутри сферы радиуса г. В (8.58) опу¬ 
щен индекс 0 при равновесных величинах, а штрихи означают дифференциро¬ 
вание по переменной х = r (/R(y Наконец, Х р — локальная высота однород¬ 
ной атмосферы. Интересно отметить соотношение (R/. х\ р ) = Ѵ/х 2 , где 

V = — dlnP/d\nx — инвариантная переменная в теории внутреннего строе¬ 
ния звезд (см., например, [500]). 

Рассмотрим сначала интегрирование уравнения (8.58) от поверхности 
(х = 1) к центру. Нормируем величину £ на поверхности: £ surf = 1. Кроме то¬ 
го, предположим в данном пункте, что показатель адиабаты Г, одинаков по 
всей звезде, и поэтому в уравнении (8.58) можно пренебречь последним чле¬ 
ном. Эффекты переменного Г, будут рассмотрены в разд. 8.14. 

Известно, что в поверхностных слоях звезды (где х * 1) отношение \p/R 
обычно мало, поэтому для нашего обсуждения можно пренебречь этой вели¬ 
чиной в первом члене в фигурных скобках в уравнении (8.58). Рассмотренное в 
разд. 8.3 граничное условие типа стоячей волны требует, чтобы все выраже¬ 
ние в фигурных скобках в уравнении (8.58) было очень малым в поверхност¬ 
ных областях. Следовательно, при дг = 1 имеем 

£ s ' urf = [П 2 -(ЗГ,-4)]/Г,. (8.59) 

Напомним, что значение П 2 заранее не известно, и поэтому при интегрирова¬ 
нии от поверхности вглубь П 2 следует рассматривать как пробный параметр. 
Если на поверхности звезды важную роль играет давление излучения, то 
уравнение (8.59) нужно заменить соотношеж’*' ила (8.151 
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В случае однородной модели с постоянным Г, мы имеем для основной мо¬ 
ды О 2 = ЗГ^ - 4. Кроме того, как было указано в разд. 8.9, такая модель 
имеет наименьшее возможное значение Q 2 для этой моды из всех звездных 
моделей с теми же значениями показателя адиабаты Г, и средней плотности 
р. Отсюда следует, что для моделей рассматриваемого вида (Г, = const) и 
для принятого граничного условия на поверхности (8.59) £ s ' urf ^ 0 (если 
Г.^Уз). 

Из приведенных результатов можно сделать вывод, что для моделей с 
Tj = const ^ Уз в поверхностных областях £ либо убывает по направлению к 
центру, либо в случае однородной модели или при Г, = Уз остается постоян¬ 
ным. Производная £' также убывает к центру (если Г. >Уз) и даже быстрее, 
чем £, так как в поверхностных областях отношение xVq убывает с глубиной. 
[Овметим, что поскольку для реалистичных моделей О 2 обычно в несколько 
раз больше единицы (см. п. 8.12в), для х = 1 приближенно £' ос П 2 .] 

Таким образом, при интегрировании вглубь с заданным пробным значени¬ 
ем Q 2 £ обычно монотонно убывает, по крайней мере сначала. Численные 
расчеты показывают, что если для заданной модели пробное значение О 2 сли¬ 
шком мало, то £ в конце концов (при дальнейшем продвижении вглубь) ста¬ 
нет положительно расходящимся, т.е. большим и положительным. Если 
пробное значение слишком велико, то £ станет в итоге отрицательно расходя¬ 
щимся, т.е. большим и отрицательным. При правильном же выборе 0 2 £ бо¬ 
лее или менее монотонно убывает на всем протяжении от поверхности до 
центра звезды. 

Рассмотрим теперь решение, получаемое при интегрировании от центра 
(х = 0) наружу и удовлетворяющее граничному условию в центре. Отметим, 
что x 3 /q — р/р с при х — 0, где р с — центральная плотность модели. Кроме 
того, при х — 0 R/\ p —■ 0. Из уравнения (8.58) видно поэтому, что решение, 
которое подчиняется граничному условию в центре [см. (8.8)], ня будет иметь 
особенностей в центральных областях. 

Отметим, что р/р с <t 1 для большинства реалистичных звезчных моделей 
и особенно для моделей с высокой концентрацией массы к центру. Поэтому в 
центральных областях таких моделей член с й 2 в уравнении (8.58) обычно мал 
или даже пренебрежимо мал. (Однако для однородной модели или моделей с 
малой концентрацией массы к центру или же для очень высоких мод в различ¬ 
ных моделях подобное утверждение неверно.) А тогда линейное адиабатиче¬ 
ское волновое уравнение в центральных областях практически не зависит от 
й 2 . Физически это просто отражает тот факт, что в глубоких звездных недрах 
локальное ускорение силы тяжести может быть большим по сравнению с 
ускорением, обусловленным пульсациями: в таких случаях центральные об¬ 
ласти перемещаются вглубь и наружу настолько медленно, что в любой мо¬ 
мент времени они находятся, по-видимому, почти в гидростатическом равно¬ 
весии. 

Итак, мы видим, что при интегрировании от поверхности к центру остает¬ 
ся неопределенным значение П 2 , а при интегрировании от центра наружу 
остается неопределенным £ с (значение £ в центре). Правильное решение мож¬ 
но получить при согласовании между собой в некоторой промежуточной точ- 
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ке результатов интегрирования из центра наружу и от поверхности к центру, 
т.е. потребовав, чтобы значения £ и производной d\n£/dx в точке сшивки бы¬ 
ли одними и теми же для обоих решений. Таким путем могут быть найдены 
как собственное значение Q 2 , так и собственная функция £(дг) для заданной мо¬ 
ды в рассматриваемой модели. 

Для достаточно простых звездных моделей можно найти аналитические 
решения линейного адиабатического волнового уравнения. Несколько таких 
решений получены и обсуждены в монографии Росселанда [465, гл. 3] (одна¬ 
ко см. [608]). 


8.126. МАТРИЧНЫЕ МЕТОДЫ 

Мы опишем здесь основанный на матричной алгебре метод численного реше¬ 
ния линейного адиабатического волнового уравнения для произвольной рав¬ 
новесной звездной модели. Аналогичные методы были использованы в [68, 
154]. Эти методы очень удобны при расчетах с помощью ЭВМ. Часть излага¬ 
емого здесь материала основана на неопубликованных заметках Кастора и 
используется с его любезного согласия. 

Прежде всего необходимо записать линеаризованное уравнение движения 
(8.6) в конечно-разностном виде, и это можно сделать различными способа¬ 
ми. Примем, что зависимость от времени имеет вид (8.5) (в этом пункте заме¬ 
ним а на to). Будем использовать здесь конечно-разностные выражения, кото¬ 
рые в основном согласуются с широко распространенной схемой нелинейных 
численных расчетов (см., например, [117]). Некоторые незначительные отли¬ 
чия этих выражений от общепринятых несущественны для настоящего рас¬ 
смотрения, цель которого — проиллюстрировать используемые принципы. 

В предлагаемой схеме модель мысленно разбивают на J дискретных сфе¬ 
рических концентрических зон, причем масса каждой зоны не меняется со вре¬ 
менем. Такое разбиение на зоны может охватывать всю звезду или только 
внешнюю оболочку, окружающую жесткое сферическое ядро. Зоны номеру¬ 
ются по направлению к поверхности: 1,2.У, а границы раздела, число ко¬ 

торых равно J + 1, нумеруются 0, 1, 2, ... , J. Масса і-й зоны равнаМ ( _ 1/2 , 
причем /-я зона ограничена поверхностями раздела с радиусами г ( _, и г, 
(/ = 1, ... , J). Переменные, характеризующие состояние вещества, такие, 
как масса М,_ І/2 , давление Р ( _ 1/2 , удельный объем V t _ 1/2 , температура T t _ 1/2 
и т.д, рассматриваются в «серединах» соответствующих зон и считаются по¬ 
стоянными внутри зон. Прочие переменные, например радиус г ( , текущее зна¬ 
чение светимости L jt считаются вычисленными на границах раздела зон (рис. 
8.1). Таким образом, в данной схеме конечно-разностное представление урав¬ 
нения (8.6) имеет следующий вид: 

ы 2 6г/ = - 4Gmj&r/rJ + 4rrf[(5P) i+U2 - (6Р),_ 1/2 ]/^Л/,., (8.60) 

где т ( == М г і — масса, заключенная внутри і-й поверхности раздела, а 

* Уі (М,._ 1/2 + М, + І/2 ) (8.61) 

есть «эффективная» масса, которая определяет инерционные свойства і-й по¬ 
верхности раздела. 
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При адиабатических колебаниях существует простая связь величин 8Р и 5 V 
[см., например, уравнение (5.36а)]. Запишем эту связь в конечно-разностном 
виде и определим новые зависимые переменные X t : 

Xj = (^M,) 1/2 6r,. (/ = 0, 1./). (8.62) 

Причина введения новых переменных скоро станет понятной. Тогда уравне¬ 
ние (8.60) можно записать следующим образом: 

-A i+ t X i+ , + (В i - иі 2 )Х і - С,._ , = 0, (8.63) 

где коэффициенты определены только для і = 1,2,...,/— Іи однозначно 
задаются равновесной моделью звезды. Они представляют собой довольно 
сложные выражения, точный вид которых несуществен для нашего рассмот¬ 
рения. 



рис. 8.1. Схема разбиения на зоны, принятая в матричном методе решения линейного 
адиабатического волнового уравнения. 


Уравнение (8.63) не применимо для і = 0, поскольку переменной X _, (т.е. 
8г_ ,) не существует. Поэтому используем центральное граничное условие 

Х 0 = 0 (т.е. 8г 0 = 0). (8.64) 

Уравнение (8.63) не применимо также и для /' = 7, поскольку коэффициенты 
A J+ , и Bj включают величины P J+ 1/2 , M J+ 1/2 и т.д., которые также не опре¬ 
делены, и поскольку величина X J+i (т.е. 8r J+ ,) тоже не существует. Таким 
образом, уравнение (8.63) для /' = 7 следует заменить поверхностным гранич¬ 
ным условием некоторого вида, например условием «стоячей волны» 

(bP/P)j_ U2 = - (wVj/GM + Щг /rj, (8.65) 

где величина слева зависит от 8r J n8r J _ l , абиМ — гравитационная постоян¬ 
ная и полная масса звезды соответственно*. 

Итак, если отбросить Х _, и X J+ ,, принять Х 0 = 0 и использовать гранич¬ 
ное условие на поверхности звезды, то последовательность .У, (/ = 1, ... , /) 

•Строго говоря, разностное уравнение (8.65) является нецентрированным. Однако 
это, вероятно, не имеет очень большого значения, особенно если величина ЬР/Р не¬ 
сильно меняется в самых поверхностных областях (в большинстве случаев это, по- 
видимому, довольно хорошее приближение). 



102 


ГЛАВА 


можно рассматривать как матрицу-столбец, на которую действует матрица 
с элементами A jt B jt С, и т.д. (элементам A Jt В, и Cj _ х должны быть при¬ 
писаны определенные значения). Отметим, что благодаря введению новых 
зависимых переменных матрица, действующая на X, стала симметричной; 
это свойство в дальнейшем окажется полезным. 

Теперь определим симметричную трехдиагональную матрицу J/ как мат¬ 
рицу, главную диагональ которой образуют элементы b jt верхнюю прилега¬ 
ющую «диагональ» — элементы в,, и нижнюю прилегающую 
«диагональ» — элементы с,, причем 

= В,, і = 1 ./, 

а, = A j+l , і= 1./- 1, (8.66) 

i = 2 . J. 

Таким образом, задача решения линейного адиабатического волнового урав¬ 
нения рассматриваемыми методами эквивалентна решению следующей зада¬ 
чи об отыскании собственных значений и собственных векторов матрицы-^ : 

фЯ - и 2 І)Х = 0, (8.67) 

где / — единичная матрица. 

Поскольку матрица Jf — вещественна и симметрична, все ее собствен¬ 
ные значения вещественны (см., например, [44, р. 35]). (Это свойство согласу¬ 
ется с тем, что мы уже знаем о линейном адиабатическом волновом уравне¬ 
нии, см. разд. 8.8.) Собственные значения — это / вещественных корней ха¬ 
рактеристического полинома 

\<Я - ш 2 І\ =0, (8.68) 

где прямые скобки обозначают определитель указанной величины. 

Вычисление этого определителя и нахождение собственных значений 
удобно осуществить, используя свойства последовательностей Штурма (см. 
ниже). Однако сначала введем определитель т-го порядка £> т (А) как опреде¬ 
литель симметричной трехдиагональной матрицы, у которой первые m строк 
и столбцов такие же, как у матрицы - А/. Далее, разлагая D m (K) по эле¬ 
ментам последнего столбца, представим этот определитель в виде суммы 
двух определителей (/я — 1)-го порядка. Тот из них, который умножается на 
коэффициент а т _,, в свою очередь разложим по элементам последней стро¬ 
ки. В результате получим 

D m (K) = ф т - А)/? т _,(А) - а т _ ] c m D m _ 1 (K). (8.69) 

Это рекуррентное соотношение удобно использовать для вычисления опре^ 
лителя £> ОТ (Х), который, очевидно, является полиномом от-го порядка относи 
тельно X. Дифференцируя соотношение (8.69)по X, получаем еще одно полез¬ 
ное соотношение: 

D' m (X) = -L> m _,(A) + (b m - X) D' m _ j(X) - a m _ l c m D' m _ 2 (K), (8.70) 
где штрихами обозначены производные по X. 
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Определим теперь последовательность полиномов 
D 0 (X ) = 1 , 

/?,(Х) = b i - X, (8.71) 

/? 2 (Х),/? 3 (Х), ... , 

где Z? 2 (X), Z? 3 (X), ... получаются последовательно с помощью формулы (8.69). 
Отметим, что определитель Z?y(X) = I .// — Х/І представляет собой характе¬ 
ристический полином нашей задачи. 

Нетрудно показать, что последовательность полиномов (8.71) образует 
последовательность Штурма (см. [449, р. 351]). Поэтому можно использо¬ 
вать теорему Штурма (см. [449, р. 352]). Пусть д т (\) — число изменений зна¬ 
ка в последовательности значений полиномов [ D m (X)], т.е. число, показыва¬ 
ющее, сколько раз определитель(X) меняет знак, когда/: последовательно 
пробегает значения 0, 1, 2, ... , т. Тогда мы имеем следующий результат: 
q m (X) равно числу корней (собственных значений) полинома D m (X), меньших 
X. В частности, если qj\) — число изменений знака в последовательности 

£> 0 (Х), £>[(Х). Dj (X), то оно равно числу корней полинома Dj (X), значения 

которых меньше X. 

Итак, процедуру нахождения собственных значений линейного адиабати¬ 
ческого волнового уравнения с помощью матричных методов можно сумми¬ 
ровать следующим образом: 

1. С помощью рекуррентного соотношения (8.69) последовательно вычис¬ 
ляем значения полиномов /? 0 (0), /7,(0), .... Dj (0). Если происходит хотя бы 
одно изменение знака, то Dj имеет отрицательные корни, что свидетельству¬ 
ет о динамической неустойчивости. 

2. Если qj (0) = 0, то начинаем использовать итерационный метод 
Ньютона — Рафсона, беря для нулевой итерации Х (0) = 0. Далее, положим 
DjQS" + *7) = 0; значение X в (и + 1)-й итерации Х ( ” + представим как зна¬ 
чение X в п -й итерации Х (л) плюс некоторая поправка; разлагая затем 
Dj (Х (л + *>) в ряд Тейлора относительно значения Х (л) и ограничиваясь члена¬ 
ми первого порядка, получим приближенную формулу 

Х (л + '> = Х (л) - Dj (Х (л >)//?} (Х (л) ). (8.72) 

Производные/?} (X) определяются из рекуррентного соотношения (8.70). Эта 
процедура быстро сходится к значению Х 0 = wq — собственному значению 
для основной моды. 

3. При заданном Х 0 подбираем такое значение X > Х 0 , при котором 
q, (X) = 2. Использование схемы Ньютона — Рафсона быстро даст значение 

х; = 4 

4. Повторяя операции п. 3, находим столько собственных значений, сколь¬ 
ко желаем. 

Предположим, что мы нашли собственные значения Х 0 , X,.Последний 

вопрос, на который теперь нужно ответить, состоит в том, как же все-таки 
получить собственный вектор ( &г 0 , 5г ѵ ... , Srj), соответствующий каждому 
собственному значению Х ( ? 
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Напомним, что величины X t [пропорциональные 6 r f , см. (8.62)] определя¬ 
ются соотношением (8.63). Если в этом выражении положить /' = 1 и вспом¬ 
нить, что было принято Х 0 = 0, то получим линейное соотношение между 
Х х и Х 2 . Полагая і = 2, найдем Х 3 , которое в свою очередь можно выразить 
через Х 2 , и т.д. Предположим поэтому, что для любого і 

X i _ l = d i _ l X i , (8.73) 

где коэффициенты d t _ , пока неизвестны. Используя формулу (8.73) для / = 1, 
можно показать, что d 0 = 0, поскольку в общем случае А", Ф 0. Чтобы найти 
значения остальных коэффициентов d jt подставим (8.73) в (8.63) и разрешим 
уравнение относительно X t . Результатом будет выражение, сходное с (8.73), 
но с заменой і на і + 1. Таким способом мы получаем следующее рекуррент¬ 
ное соотношение, с помощью которого можно последовательно вычислить 
все коэффициенты d x . 

d t = А, + ,/(В, — J 2 — С, _ ydj _ ,), і = 1.у - i. (8.74) 

Далее, чтобы найти , примем условие нормировки, скажем = 1,т.е. 
Xj = (3Mj) l/2 . Тогда из уравнения (8.73) последовательно определяются 
все остальные величины Х х ■„ і = J - 1,... , 1. Таким образом, задача полнос¬ 
тью решается*. 

8.12b. СВОДКА РЕЗУЛЬТАТОВ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ ЗВЕЗДНЫХ МОДЕЛЕЙ 
В табл. 8.1 (которая представляет собой по существу табл. 3 из работы [133], 
воспроизведенную с разрешения Американского института физики) суммиро¬ 
ваны некоторые свойства решений линейного адиабатического волнового 
уравнения как для основной моды, так и для первой гармоники** для не¬ 
скольких звездных моделей с Г, = Уз (см. также [345, Table 12]. Несколько ха¬ 
рактерных собственных функций представлены на рис. 8.2 (рис. 14 из работы 
[133], воспроизведенный с разрешения Американского института физики). 

Из табл. 8.1 и рис. 8.2 следуют важные закономерности, которые заслу¬ 
живают внимания. Во-первых, с увеличением степени концентрации массы к 
центру, оцениваемой отношением р/р, безразмерная собственная частота 0 q 
основной моды, равная o 2 0 R 3 /GM, в целом возрастает, хотя и не монотонно. 
Именно такого поведения мы и ожидали (разд. 8.9). Во-вторых, как для ос¬ 
новной моды, так и для первой гармоники отношение значений £ на 

поверхности и в центре показывает сильную положительную корреляцию с 
величиной р/р. Следовательно, для звезд с сильной концентрацией массы к 


•Такой метод решения системы уравнений вида (8.63), широко используемый при 
численном исследовании задач математической физики, называется в советской науч¬ 
ной литературе методом прогонки. — Прим. ред. 

••Термин первая гармоника употребляется неверно, так как в действительности он 
подразумевает наличие соизмеримости между самой низшей и ближайшей к ней со¬ 
бственными частотами. Правильный термин — первый обертон. Однако в соответст¬ 
вии с установившейся в теории пульсации терминологией, в данной книге мы будем 
считать оба термина равнозначными. 



ТАБЛИЦА 8.1 

Решение адиабатического волнового уравнения для избранных звездных моделей (Г, = ! /э) а [133] 


Модель 

р с /р 

о*Я 3 /СМ 


П./По 

<Ѵ«с>0 

<V«c>. 

Узел (, r 

Однородная (политропа п = 0) 6 

1 1 

1 

0,1158 

0,28 

, 

-0,4 

x = 0,845 








q = 0,603 

Политропа, п = 1 

3,30 

1,892 

0,0842 

0,3% 

1,24 

— 

— 

Линейная модель. 








р = р с (1 - х) [559] 

4,00 

1,836 

0,0846 

0,389 

— 

— 

x = 0,76 

Конвективная модель 








(политропа/і = 1,5) 

5,99 

2,712 

0,0703 

0,465 

1,42 

-3,39 

x = 0,72 








q = 0,83 

Политропа, п = 2 

11,4 

4,00 

0,0579 

0,548 

2,37 

— 

— 

Модель 4 Эпстейна с внешней 








конвективной зоной " 

1,9-10 5 

4,30 

0,0558 

0,543 

7,89-10 3 

- 1,462-10 4 

x = 0,76 

Стандартная модель 








(политропа, п = 3) 

54,2 

9,261 

0,0383 

0,738 

22,41 

-59,12 

x = 0,67 








q = 0,993 

Политропа, п = 3,5 

153 

12,69 

0,0325 

0,772 

255 

— 

— 

Политропа, п = 4 

622 

15,38 

0,0295 

0,779 

5,95-10 3 

_ 

— 

Модель 4 Эпстейна [204] 

1,9-10 6 

14,082 

0,0309 

0,765 

6,124- 10 s 

-1,05-10^ 

x = 0,76 








q = 0,9999 

а Данные для этой таблицы 

заимствованы (если не указано особо) из 

работ [279; 

; 345, Table 12 

; 446]. 


Политропные звездные модели характеризуются соотношением Р = const р (л 

+ 1)/ ", где n — 

показатель пол 

іитропы. Де- 

тальное рассмотрение свойств политропных моделей можно найти в монографиях [71, гл. 4; 146, 

823.1]. 


В этой модели относительная толщина конвективной зоны составляет 0,94; относительная масса конвективной зоны равна 

0,70 [334]. 








г Здесь х — относительный радиус, а q — относительная 

массовая координата. 
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центру, а также с заметно отличающимся от Уз значением Г), амплитуды 
пульсаций в поверхностных областях намного больше, чем в центральных, 
т.е. пульсации не проникают в относительно массивные ядра этих звезд, где 
содержится большая часть массы. 

Описанное поведение относительной амплитуды пульсаций приводит к да¬ 
леко идущим выводам о причине пульсаций обычных типов пульсирующих 
звезд. Большинство таких звезд — гиганты или сверхгиганты (см., напри¬ 
мер, [133, § 9.1]), и в соответствии с современными представлениями о звезд¬ 
ной эволюции они должны иметь высокую степень концентрации массы к 
центру. Эти выводы будут обсуждены в гл. 10. Кроме того, поведение отно¬ 
сительной амплитуды пульсаций с глубиной позволяет сделать важные выво¬ 
ды о том, какие области в звезде определяют значение периода пульсаций 
(см. разд. 8.13). 



Х= r/R 


рис. 8.2. Собственные функции основной моды (сплошная линия) и первой гармоники 
(штриховая линия) для избранных звездных моделей. Абсцисса — относительное рас¬ 
стояние от центра звезды, ордината — полуамплитуда относительных изменений ра¬ 
диуса [133, Fig. 14]. (С разрешения Американского института физики.) 

Приведенные результаты наводят на мысль, что радиальные звездные 
пульсации (по крайней мере в звездах, подобных гигантам и сверхгигантам) 
представляют собой явление, затрагивающее практически только внешние 
звездные слои. Это предположение подтверждается рассмотрением пульса- 
ционной энергии, которой обладает такая пульсирующая звезда. В работе 
[132] показано, что полная пульсационная энергия (сумма кинетической и по¬ 
тенциальной энергии) типичной цефеиды, усредненная по периоду, приблизи¬ 
тельно на восемь порядков величины меньше гравитационной энергии. В ре- 
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альных звездах (особенно в гигантах и сверхгигантах) именно высокая сте¬ 
пень концетрации массы к центру приводит к тому, что с энергетической точ¬ 
ки зрения радиальные звездные пульсации обычно представляют собой явле¬ 
ние в поверхностных слоях звезды. 

8.13. Весовые функции 

В настоящем разделе мы рассмотрим ставшую ныне классической статью 
Эпстейна [204]. Он использовал интегральное выражение (8:30) для частоты 
а 2 любой моды к. После численного решения линейного адиабатического во¬ 
лнового уравнения для £ к (г) он вычислил подынтегральное выражение в чис¬ 
лителе уравнения (8.30). Это подынтегральное выражение можно рассматри¬ 
вать как своего рода «весовую функцию», относительная величина которой 
показывает, какие части звезды вносят наибольший вклад в значение а\. Эп- 
• стейн нашел, что для основной моды в моделях с высокой степенью концент¬ 
рации массы к центру весовая функция имеет сильный одиночный максимум в 
окрестности уровнях (= r/R) = 0,75 и очень мала в центральных областях 
звезды. Поэтому можно полагать, что период основной моды (для моделей с 
высокой концетрацией массы к центру) определяется главным образом усло¬ 
виями в оболочке, скажем вблизи уровнях * 0,75, и что период почти не за¬ 
висит от условий в центральных областях, где заключена большая часть 
массы. 

Для первой гармоники весовая функция имеет острый одиночный макси¬ 
мум прих * 0,85. Следовательно, приведенные выводы применимы и к этой 
моде. 

Позднее аналогичное исследование провел Петерсен [440], который при 
оценке весовых функций использовал более реалистичные звездные модели. 
Эта работа позволила уточнить ряд деталей, оставшихся недовыясненными в 
исследовании Эпстейна[204]. 

Сделанные выводы находят непосредственное применение в современных 
расчетах пульсаций (по крайней мере для моделей с высокой концентрацией 
массы к центру). Если центральные области модели слабо влияют на перио¬ 
ды, то часто при расчете периодов эти области можно рассматривать лишь 
очень грубо.Например, в расчетах, подобных [300], центральные области мо¬ 
дели (содержащие большинство сложных деталей, связанных с предшеству¬ 
ющей эволюцией звезды) обычно заменяют несжимаемым ядром, которое, 
конечно, вообще не участвует в пульсациях. На практике в расчетах такого 
рода обычно проводят контрольные вычисления, чтобы убедиться, что ради¬ 
ус ядра достаточно мал и не оказывает заметного влияния на периоды. 

Приложение идей, связанных с весовыми функциями, к нерадиальным 
звездным колебаниям кратко рассматривается в разд. 17.13. 


8.14. Влияние переменного значения в оболочке 

Влияние пространственного изменения показателя адиабаты Г, 
(■ [fidn/Vc(lnp] ad ) на периоды радиальных адиабатических пульсаций звез- 
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ды можно рассмотреть на основе либо самого линейного адиабатического 
волнового уравнения, либо интегральных выражений, выведенных в разд. 
8.9. Пространственное изменение показателя адиабаты Г, происходит, на¬ 
пример, в тех областях звезды, где некоторый элемент с высоким содержани¬ 
ем, такой, как водород или гелий в одном из двух состояний (нейтральный 
или однократно ионизованный), приблизительно наполовину ионизован. В 
этих областях Г, падает до значений, близких к единице, отражая тот факт, 
что основная часть работы адиабатического сжатия переходит здесь в энер¬ 
гию ионизации и лишь относительно небольшой остаток идет на увеличение 
кинетической энергии тепловых движений, т.е. на повышение температуры. 
Качественно этот эффект охватывает все моды радиальных пульсаций. Одна¬ 
ко по причинам, изложенным в разд. 8.7, эффект наибольший для основной 
моды, и мы имеем в виду прежде всего именно эту моду. 

В любом случае вывод один и тот же: наличие зоны ионизации во внеш¬ 
них частях звезды приводит к уменьшению собственной частоты, т.е. к уве¬ 
личению периода пульсаций вследствие влияния ионизации на значение Г,. 
Это заключение косвенно подтверждается детальными расчетами. 

8.15. Приближенные формулы для собственных значений 
и результаты их использования 
В разд. 8.10 мы показали, что вещественное число Е 2 можно выразить форму¬ 
лой, очень похожей на (8.36), в которой безразмерная величина а (и) опреде¬ 
ляется в соответствии с (8.35). Мы знаем, что если функция и (г) совпадает с 
собственной функцией ( г ) к -й моды, то Е 2 равно собственному значению а\ 

этой моды. Кроме того, известно, что собственные значения линейного адиа¬ 
батического волнового уравнения подчиняются принципу экстремума, кото¬ 
рый для случая основной моды является принципом минимума. Следователь¬ 
но, если в качестве пробной функции взять и (г) = const, то мы получим верх¬ 
ний предел на стд, определяемый соотношением (8.44). Таким образом, приб¬ 
лиженное выражение для квадрата угловой частоты основной моды имеет 
следующий вид: 

®0 - £ 2 = const. (8-75) 

где Е 2 = const определяется соотношением (8.44). Можно ожидать, что приб¬ 
лиженное выражение (8.75) даст довольно точные значения периодов ради¬ 
альных пульсаций звезд, за исключением, вероятно, моделей с высокой сте¬ 
пенью концентрации массы к центру (см. ниже). 

Некоторые результаты представлены в табл. 8.2, составленной на основе 
данных Леду и Пекериса [341] и Росселанда [465] (см. также [279]). Величина 
р/р — отношение центральной и средней плотностей, показатель адиабаты 
Г, принимается постоянным по всей звезде, аПо/П 0 ехас1 — отношение перио¬ 
да пульсаций в основной моде, вычисленного по (8.75), к периоду, определен¬ 
ному путем фактического решения задачи о собственных значениях. Видно, 
что наши ожидания в целом подтверждаются. Можно заключить, что для 
звезд, имеющих меньшую или такую же, как у звезд главной последователь- 
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ности, степень концентрации массы к центру (т.е. р/р £ 60), приближенное 
выражение (8.75) дает значения периодов основной моды с точностью около 
10%. Даже для звезд с высокой концентрацией массы к центру, таких, как 
желтые или красные гиганты или сверхгиганты (а к этим классам относится, 
по-видимому, большинство обычных типов пульсирующих звезд, см., напри¬ 
мер, обзор [133, разд. 9.1]), приближенное выражение (8.75) может все-таки 
дать значения периодов, которые ошибочны не более чем, скажем, в 2 — 3 
раза. Более точное приближение для моделей с высокой концентрацией ве¬ 
щества к центру будет представлено ниже. 


ТАБЛИЦА 8.2 

Сравнение точного и приближенного периодов основной моды 
для избранных звездных моделей 


Модель 

Р/р 

Г, 

V 11 ,,. exact 

Политропа, л = 3 /і 

(полностью конвективная звезда) 

5,991 

Уз 

0,996 

Политропа, л = 2 

11,40 

1,428 

0,964 

Политропа, л = 3 

(стандартная модель) 

54,18 

Уз (?) 

0,957 

Модель Каулинга 

(непрозрачность осрГ 3,5 ) 

37,0 

И 

0,907 

Политропа, л = 4 

622,4 

1,428 

0,682 


Отметим, что выражение (8.75) является, вероятно, хорошим приближе¬ 
нием для любой равновесной модели с постоянным значением показателя 
адиабаты Г,, близким к Уз. Причина здесь в том, что, как было указано в 
разд. 8.10, при Г, — Уз собственная функция стремится к постоянному значе¬ 
нию, а такое пространственное постоянство и предполагалось для пробной 
функции, использованной для вывода выражения (8.75). 

Леду и др. [343] попытались улучшить это выражение и приняли в качестве 
пробной функции и (г) = р/р (г). Здесь р (г) — средняя плотность внутри сфе¬ 
ры радиуса г, ар — средняя плотность всей звезды. С помощью этой про¬ 
бной функции была получена приближенная формула для <Тд П Р И Г] = const. 
Эта формула приведена в статье Леду и Вальравена [345, eq. (60.14)]. По ут¬ 
верждению авторов, формула дает хорошие результаты для широкого класса 
звездных моделей. 


ГЛАВА 9 

ЛИНЕЙНЫЕ НЕАДИАБАТИЧЕСКИЕ РАДИАЛЬНЫЕ 
КОЛЕБАНИЯ 

В этой главе мы сохраним в уравнениях неадиабатические члены, которые 
были опущены в гл.8. Однако мы по-прежнему будем рассматривать малые 
чисто радиальные колебания относительно конфигурации, находящейся в со- 
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стоянии полного равновесия — гидростатического и теплового. Кроме того, 
мы пренебрежем любыми изменениями химического состава вследствие 
ядерных реакций и примем остальные упрощающие предположения, с; мми- 
рованные в начале гл. 4 и 6. (В частности, если не оговорено особо, мы будем 
пренебрегать вязкими напряжениями и другими необратимыми эффектами.) 

Поскольку система больше не является консервативной, можно рассчиты¬ 
вать найти решения с комплексными частотами, т.е. решения, характеризуе¬ 
мые вековым увеличением или уменьшением амплитуды пульсаций. Поэтому 
появляется возможность исследовать важный вопрос о пульсационной неу¬ 
стойчивости, или, другими словами, о причинах пульсаций звезд. 

В разд. 9.1 будет дан обзор проблемы преимущественно с физической точ¬ 
ки зрения, а ее некоторые математические аспекты будут рассмотрены в 
разд. 9.2. Поскольку эти вопросы уже довольно подробно обсуждены, напри¬ 
мер, в статье Кокса [133] и в книге Кокса и Джули [146, Ch. 27], наши замеча¬ 
ния будут относительно краткими. Один из пунктов разд. 9.2 посвящен прак¬ 
тическому методу решения этой математической задачи. В разд. 9.3 мы рас¬ 
смотрим интегральные выражения для собственных значений, а в разд. 9.4 
представим и несколько обобщим оценку коэффициента устойчивости, полу¬ 
ченную Эддингтоном. 


9.1. Обзор проблемы: физическое рассмотрение 

Здесь мы просто суммируем некоторые из основных идей, поскольку рас¬ 
сматриваемые вопросы уже довольно подробно обсуждены в упомянутых 
выше работах, к которым мы и отсылаем интересующегося читателя за до¬ 
полнительной информацией. 

Интересно отметить, что для звезды как целого ожидаемые неадиабатиче¬ 
ские эффекты обычно довольно малы, порядка П /t K (П — период пульсаций, 
t K — кельвиновское время), т.е. в общем на много порядков меньше едини¬ 
цы, как было показано в гл. 2. Это и объясняет, почему простая адиабатиче¬ 
ская теория дает такое хорошее описание многих характеристик пульсирую¬ 
щих звезд, например, периодов. Предположение адиабатических пульсаций в 
звездах часто оказывается намного более хорошим приближением, чем пред¬ 
положение адиабатических звуковых волн, используемое в науках о Земле. 

Вследствие относительно низких температур во внешних слоях звезд вари¬ 
ации светимости 5 L r обычно практически неизменны в пространстве и зави¬ 
сят только от времени. Изменения физических условий здесь существенно не¬ 
адиабатические. 

Хотя неадиабатические эффекты в большей части пульсирующей звезды 
незначительны, они все-таки приводят к медленному изменению амплитуды 
пульсаций. Это медленное изменение амплитуды происходит, по существу, 
из-за небольших фазовых сдвигов между изменениями давления и плотности, 
скажем, между их максимальными значениями. А фазовые сдвиги в свою оче¬ 
редь обусловлены наличием производных по времени в уравнении энергии 
(4.30а) или (5.34а). 
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Из уравнения энергии легко определить направление этих фазовых сдви¬ 
гов. Например, если при максимальной плотности dq/dt > 0 (локальные 
приращения тепла), то давление Р будет еще продолжать расти, когда плот¬ 
ность р достигнет своего максимума. Следовательно, в данном случае макси¬ 
мум давления будет иметь место после максимума плотности, т.е. максимум 
8Р будет запаздывать относительно максимума 8р. 

Влияние фазовых сдвигов на амплитуду пульсаций легко понять из теоре¬ 
мы сохранения механической энергии в формулировке (4.24). Если проинте¬ 
грировать это уравнение по полному периоду П, предполагая, что в конце пе¬ 
риода система возвращается в исходное состояние, то консервативный член 
гравитационной энергии исчезает. Таким образом, мы получаем выражение 
для изменения ДАкинетической энергии звезды в течение периода пульсаций; 
очевидно, А& = W, где W — полная работа, совершенная над звездой сила¬ 
ми гравитации и силами, обусловленными градиентом давления, действую¬ 
щими в течение периода на каждый элемент массы звезды. Эта величина в 
точности равна работе PdV, совершенной в течение периода всеми элемента¬ 
ми массы над окружающими их слоями. 

Такое рассмотрение приводит к следующему упрощенному описанию 
пульсационной неустойчивости звезд. Пусть звезда состоит из (бесконечно) 
большого числа элементарных независимых тепловых машин, работающих 
по циклу Карно, причем каждому слою массой dm соответствует одна такая 
машина. Если сумма интегралов работы по всем элементам массы положи¬ 
тельна, то Д^> 0 и имеет место пульсационная неустойчивость; если же эта 
сумма отрицательна, то < 0 и имеет место пульсационная устойчивость. 

Предлагаемая картина позволяет легко определить, какие части звезды яв¬ 
ляются областями «возбуждения», а какие — областями «затухания». Кри¬ 
терий для отождествления двух этих типов областей следующий: область, 
которая при максимальном сжатии накапливает тепло, является областью 
возбуждения. И обратно, область, которая при максимальном сжатии те¬ 
ряет тепло, является областью затухания. Отметим, что этот критерий до¬ 
вольно общий и не зависит ни от каких предположений г> механизме переноса 
тепла. 

Можно теперь ввести характерное время r d изменения амплитуды пульса¬ 
ций в е раз: 1/Trf = _ <dW/df>/ 2<5¥>, (9.1) 

где 8V — полная пульсационная энергия звезды (сумма кинетической и по¬ 
тенциальной энергии; ниже эта полная пульсационная энергия будет опреде¬ 
лена более точно), а угловые скобки указывают, что берется среднее значение 
за период пульсаций П. Множитель 1/2 учитывает то обстоятельство, что 
амплитуда пульсаций растет или убывает вдвое медленнее, чем их энергия. В 
пределе малых амплитуд (линейная теория) правая часть выражения (9.1) 
равна коэффициенту устойчивости х: 

х = 1 /т а . (9.2) 

Поэтому устойчивость (затухание колебаний) означает, что х > 0, а неустой¬ 
чивость (нарастание колебаний) — что х < 0. 
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Вероятно, простейшим механическим аналогом неадиабатических звезд¬ 
ных пульсаций служит такой одномерный гармонический осциллятор, для 
которого возвращающая сила действует неточно в фазе со смещением. По¬ 
вседневный пример — раскачивание на качелях. 

Следует отметить, что возвращающие силы, которые не совпадают по 
фазе со смещением, приводят, как правило, к фазовым сдвигам между смеще¬ 
ниями различных слоев звезды относительно друг друга. Можно ожидать по¬ 
этому, что неадиабатические пульсации в общем не представляют собой 
строго стоячих волн; это и подтвердили детальные расчеты: всегда должен 
присутствовать компонент, соответствующий бегущей волне (возможно, ма¬ 
лый). Поэтому в течение цикла колебаний система никогда не проходит 
точно через свое равновесное состояние. Простая механическая аналогия — 
маятник, колебания которого не ограничены одной плоскостью. Однако в ре¬ 
альных пульсирующих звездах, согласно детальным расчетам, компонент, 
соответствующий бегущей волне, в большей части звезды очень мал, и мы 
имеем почти чистую стоячую волну, за исключением, вероятно, самых внеш¬ 
них слоев звезды. 

В линейной теории есть несколько способов получить явное выражение 
для величины (.dfV/dO = W ГП (предшествующее рассмотрение применимо и 
для почти синусоидальных пульсаций с произвольной амплитудой). Один 
способ — линеаризовать все величины, входящие в явном виде в выражение 
для W [см. первый член в правой части уравнения (4.24)]. Однако из-за введен¬ 
ного выше предположения об идеально периодическом движении все величи¬ 
ны, входящие в выражение для W, необходимо разложить в ряд с точностью 
по крайней мере до членов второго порядка относительно малых величин. 
Используя линеаризованное уравнение энергии (7.8) и проводя соответствую¬ 
щее интегрирование по периоду, получаем 
п 

idW/dt) = (d&idt) = (1/П) j dm j (Г 3 - 1) 0 (6р/р 0 )5(е - 8L r /dm)dt. (9.3) 

Другой, но по существу эквивалентный и более прямой метод- вывода 
уравнения (9.3), не требующий разложений с точностью до членов второго 
порядка, состоит в следующем. Линеаризованное уравнение импульса (7.5) 
сначала умножают на 6г = г^(6г • д(6 r)/dt, f ■ дг/г^, а затем интегрируют 
по всей массе звезды. Кроме того, используют общее термодинамическое 
тождество (5.35а) и в результате после небольших преобразований получают 
следующее выражение: 


db-i/dt = - J (Г 3 - l) 0 T 0 (bs)[d(6p/ Po )/dt]dm, 

(9.4) 

8* = ЬУ+ 6Ф, 

(9.5) 

bSTm j Vi(br) 2 dm, 

(9.6) 

8Ф • j [Г | 0 Р 0 (5р/р 0 ) 2 /(2р 0 ) - 2Gm?/r 0 ]dm. 

(9.7) 
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Отметим, что выражение для 6Ф совпадает с аналогичным выражением 
(8.S1), определенным в линейной адиабатической теории (раэд. 8.11). Как бы¬ 
ло показано в разд. 8.11,6Ф > 0 для любого малого возмущения при усло¬ 

вии, что Г, 0 > Уз, отмечалась также связь 6Ф с величиной Ф из разд. 4.6. 

Теперь проинтегрируем уравнение (9.4) по полному периоду П, предпола¬ 
гая, что система в конце периода возвращается точно в исходное состояние. 
Интегрируя (9.4) по частям и считая процессы термодинамически обратимы¬ 
ми [см. уравнение (7.10)], получаем выражение, совпадающее с (9.3). 

Предположим теперь, что зависимость от времени имеет следующий вид: 
Ьр/р = (8p/p) sp exp М] = Щр/р\ р \ ехр [/(«/ + ф р )], (9.8) 

где ы — угловая частота колебаний, индекс 0 опущен, индексом «sp>> помече¬ 
на пространственная часть (в общем случае комплексная) указанной величи¬ 
ны, а Ф р — фаза величины (8p/p) sp , зависящая в общем случае от т (массы, 
заключенной внутри сферы радиуса г). Аналогичным образом записываем 
6(е - dL/dm) = д(е - dL/ дт\ р ехр [Ш] = 

= і<5(£ - dL/dm) sp l ехр [/(со/ + Ф ч )\, (9.9) 

где ф д — фаза величины 6(е - SL/dm) sp . Подставим теперь (9.8) и (9.9) в (9.3) 
и при вычислении интеграла по времени примем, что величина ш = а чисто 
вещественная. В результате получим 

<<йФ/<//> = С/2, (9.10) 

причем комплексная величина С определяется следующим соотношением: 

С = j (Г 3 - 1)(«р/р)‘ р б(£ - dL/dm) sp dm = (9.11 а) 

= С, + ;С ( , (9.116) 

где индексы г и і относятся к действительной и мнимой частям. Величину С 
часто называют «интегралом работы». С другой стороны, полная энергия 
пульсаций (сумма кинетической и потенциальной энергии) в случае почти си¬ 
нусоидальных колебаний равна (разд. 8.11) 

6* = (9.12) 

где а = 2т/П, а величина J — осцилляторный момент инерции звезды для 
рассматриваемой моды (разд. 8.9). Тогда выражение для коэффициента 
устойчивости принимает следующий вид: 

х=-С/(2о 2 У), (9.13) 

и можно показать (разд. 9.3), что при \х/а I < 1 это выражение является точ¬ 
ным. Поэтому движение элементов массы в случае неадиабатических колеба¬ 
ний является почти периодическим с медленно возрастающей или убываю¬ 
щей амплитудой: 

f(w. Г) = £(т) ехр [Ш - xtj, (9.14) 

где х определяется в хорошем приближении выражением (9.13). Следователь- 


8-362 
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но, колебания возбуждаются, если С г > 0, т.е. если х < 0, и затухают, если 
х > 0, т.е. если С г < 0. 

Основной эффект мнимой части С, величины С заключается во влиянии на 
период пульсаций (разд. 9.3). В данном случае имеем 

#®І+С,./( 21 2 У), (9.15) 

где £ 2 — вещественное число, определенное в разд. 8.10, а последний член в 
правой части обычно мал по сравнению с первым. 

Следует отметить, что величины в подынтегральном выражении для С 
должны быть вычислены, строго говоря, с помощью правильных неадиаба¬ 
тических собственных функций рассматриваемой задачи. Однако часто эти 
собственные функции заранее не известны. В таком случае уравнение (9.11) 
можно рассматривать как приближенное выражение для величины С, в кото¬ 
ром правильные собственные функции заменены подходящими пробными 
функциями. Такая ситуация оказывается в определенной мере удовлетвори¬ 
тельной, и использование пробных функций для приближенного вычисления 
С нашло широкое распространение в теории звездных пульсаций. 

Обычный метод приближенной оценки С, часто применявшийся в про¬ 
шлом и столь же часто применяемый теперь, основан на использовании ква- 
зиадиабатического приближения. Это приближение заключается в вычисле¬ 
нии подынтегральной функции в выражении для С с помощью решений ли¬ 
нейного адиабатического волнового уравнения (гл. 8). В частности, сначала 
для конкретной модели и рассматриваемой моды получают решение £(т) ли¬ 
нейного адиабатического волнового уравнения, а затем используют эту функ¬ 
цию при расчете величин 6Т/Т, d(&T/T)/dr и прочих с помощью адиабатиче¬ 
ских соотношений (5.36а) и (5.366). Отсюда можно вычислить величину <5(е - 
— dL/dm), входящую в подынтегральную функцию в выражении для С. Если 
внешние неадиабатические области в звезде не очень протяженные, то такой 
метод может дать приемлемое приближенное значение С. Однако этот метод 
всегда следует использовать с большой осторожностью. Его серьезным недо- 

ТАБЛИЦА 9.1 

Времена затухания пульсаций 
для типичных пульсирующих звезд 


Тип звезды Іт^/ПоІ " 


Классические цефеиды ) ^_ jq 3 

Переменные типа RR Лиры j 

Переменные типа 6 Щита) ^4_^ 

Карликовые цефеиды ) 

Переменные типа W Девы 10 — 20 

Долгопериодические переменные 

(переменные типа Миры Кита) 1 — 10 


* 1 П 0 — период пульсаций в основной моде. 
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статком является, пожалуй, то, что величина 6L r , рассчитанная подобным 
образом, не остается постоянной в пространстве. Поэтому во внешних неа¬ 
диабатических областях поведение величины 6L r , рассчитанной в квазиадиа- 
батическом приближении, приводит к неоправданно завышенному ее вкладу 
в значение С. Простой приближенный способ для устранения указанной труд¬ 
ности состоит в интегрировании при расчете С только до переходной области 
(разд. 10.1). 

В монографии Кокса и Джули [146, Ch. 27] можно найти грубые оценки 
ожидаемых значений времен r d затухания амплитуды пульсаций. 

Табл. 9.1 суммирует результаты детальных расчетов времен затухания 
для некоторых известных типов пульсирующих звезд (по данным обзора 
[133]). Значения приведены по порядку величины в единицах периодов пульса- 
ций’в основной моде. По существу во всех случаях (за исключением, возмож¬ 
но, переменных типа Миры Кита) времена затухания значительно превыша¬ 
ют периоды пульсаций в основной моде. 


9.2. Математические аспектьі 

В этом разделе мы исследуем некоторые математические аспекты проблемы 
линейных радиальных неадиабатических пульсаций звезд. Ряд физических ас¬ 
пектов был рассмотрен в предыдущем разделе. П п. 9.2а мы проанализируем 
проблему с довольно общей точки зрения, а современные методы численного 
решения этой задачи для моделей звезд или звездных оболочек будут пред¬ 
ставлены в п. 9.26. Наконец, в п. 9.2в мы перечислим некоторые основные 
особенности таких решений применительно к звездным моделям. 

9.2 а. ОБЩЕЕ РАССМОТРЕНИЕ 

Уравнения рассматриваемой задачи — это линеаризованные уравнения не¬ 
разрывности, импульса, энергии, лучистого переноса и скорости генерации 
термоядерной энергии. (В принципе термин «лучистый перенос» следовало 
бы заменить на «перенос энергии». Однако поскольку в настоящее время на¬ 
дежной количественной теории конвективного переноса тепла не существует 
и она вряд ли появится в ближайшее время, из практических соображений мы 
вправе использовать вышеупомянутый термин.) Примем, что лагранжевы 
вариации всех переменных зависят от времени по закону exp [iwt ] , где ш = ± а + 
+ іх, причем а их вещественны. Период пульсаций определяется значением 
а, a * — коэффициент устойчивости (разд. 9.1). Знаки плюс и минус при а не 
имеют физического смысла, а просто соответствуют величине (іш) и ее ком¬ 
плексно сопряженному значению (/'«)* (разд. 9.3) Зависимые переменные — 
это пространственные части вариаций, например радиуса, плотности, темпе¬ 
ратуры и светимости, для некоторого слоя вещества. Эти переменные мы 
будем обозначать соответственно £, Ър/р, 5Т/Т и 8L/L r , рассматривая их как 
относительные вариации и опуская индекс «sp». Такие обозначения будут ис¬ 
пользоваться далее всюду в этой главе. Кроме того, обычно будет опускаться 
индекс нуль у равновесных величин. В общем случае все эти переменные еле- 
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дует считать комплексными, поскольку их фазы, как правило, имеют различ¬ 
ные значения вдоль радиуса звезды. 

При указанной зависимости от времени основные дифференциальные 
уравнения в частных производных становятся обыкновенными дифференци¬ 
альными уравнениями с радиальным расстоянием в качестве независимой пе¬ 
ременной. Эти уравнения являются линейными однородными уравнениями 
четвертого порядка относительно комплексных переменных, т.е. восьмого 
порядка относительно вещественных переменных. Таким образом, мы имеем 
четыре комплексные постоянные интегрирования и комплексную угловую ча¬ 
стоту ш. 

Если задана равновесная модель звезды или звездной оболочки, то имеют¬ 
ся четыре граничных условия: два в центре или в основании оболочки, и два 
на поверхности. Эти граничные условия служат для определения четырех из 
пяти упомянутых комплексных постоянных. Вследствие однородности зада¬ 
чи одна из пяти комплексных постоянных должна оставаться произвольной 
и может быть использована для нормирования. Например, можно потребо¬ 
вать (как обычно и делают в таких расчетах), чтобы £ я = 1 (£ л — значение £ 
на поверхности). Комплексным собственным значением является величина ш. 

Разумные граничные условия обычно сводятся к тому, чтобы все относи¬ 
тельные пульсационные переменные были регулярными как в центре, так и 
на поверхности. Очевидно, что в центре должны выполняться условия 

Sr = 0, (9.16) 

SL r = 0. (9.17) 

Если рассматривается модель одной лишь оболочки, то в ее основании обыч¬ 
но принимают эти же условия (см. однако п. 9.26). Поскольку как г, так иі,в 
центре обращаются в нуль (L r вблизи г = 0 изменяется пропорционально г 3 ), 
условие регулярности требует, чтобы как Ьг/г = £, так и SL f /L r оставались в 
центре конечными (такое требование, разумеется, неприменимо к SL/L г , ес¬ 
ли в ядре звезды L r ж 0). 

Условия (9.16) и (9.17) дают два комплексных соотношения между и и зна¬ 
чениями пульсационных переменных в центре (или в основании оболочки). 
Оба эти соотношения можно получить из уравнений неразрывности и энер¬ 
гии. Когда рассматривается полная модель звезды, а не только ее оболочка, 
уравнение неразрывности приводит к соотношению 

(6р/р) с = — 3£ с , (9.18) 

где индексом с обозначены значения в центре. Уравнение энергии дает следу¬ 
ющий результат [см. уравнение (7.12)]: 

(5Т/Т) С = (Г 3 - 1) с (6р/р) с - (i/u)(e/CyD c X 

X [Х с (6р/р) с + ѵ с (ЬТ/Т) с - ( 6L/L (9.19) 

Отметим, что выражения (9.18) и (9.19) содержат неизвестные параметры оі, 
£ с и (6L/L r ) c . Если рассматривается лишь оболочка звезды, оба этих выраже¬ 
ния обычно заменяют двумя другими, но эквивалентными соотношениями с 
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неизвестными параметрами со, d^/dr и d(8L/L r )/dr, причем две последние ве¬ 
личины представляют значения этих производных в основании оболочки. 

Конкретный вид граничных условий на поверхности зависит от предполо¬ 
жений, сделанных относительно поверхностных слоев равновесной модели, и 
может учитывать ряд специфических особенностей (см., например, [36, 68, 
131, 281, 324, 588]). Если атмосфера не очень протяженная, то обычно с доста¬ 
точной точностью можно принять граничное условие стоячей волны [ска¬ 
жем, уравнение (8.10)]. Это граничное условие можно записать и в следую¬ 
щем виде (см. разд. 8.3): 

( dbP/dr) R = 0. (9.20) 

Такая формулировка справедлива, если на поверхности звезды плотность об¬ 
ращается в нуль. 

Второе граничное условие на поверхности получают из уравнения для све¬ 
тимости. Обычно в поверхностных слоях можно предполагать чисто лучи¬ 
стый перенос энергии, но его. можно описывать в различных приближениях. 
В простейшем случае, который исторически был рассмотрен одним из самых 
первых (см., например, [131]), принимают, что температура поверхности T R 
равна нулю. Тогда условие регулярности требует, чтобы 

ST R = 0. (9.21) 

Если принять, что на поверхности справедливо приближение лучистой тепло¬ 
проводности, то уравнение (9.21) вместе с предположением T R = 0и с услови¬ 
ем регулярности приводит к следующему соотношению [см. уравнение 
(7.11]): 

(SL/L r ) R = 4£ л — n R (6p/p) R + (s + 4 ) r (&T/T) r , (9.22) 

где n R и —s R — значения показателей степени в законе непрозрачности при 
плотности и температуре вблизи поверхности звезды соответственно. 

В более реалистичном случае фотосферных граничных условий подходя¬ 
щее граничное условие для 5 Т можно получить следующим образом. Если 
звездная атмосфера считается тонкой по сравнению с радиусом звезды и если 
изменения в ней происходят «неслишком быстро» (разд. 8.3), то зависимость 
температуры Т от оптической глубины т приближенно определяется мо¬ 
делью серой атмосферы (см., например, [372, 629]). Далее, связь изменения 
A L светимости L с изменениями Ar ph и ЛТ е — радиуса фотосферы и эффек¬ 
тивной температуры звезды соответственно — определяется путем варьиро¬ 
вания соотношения L ос г* ь Т%. Если принять, что изменение 8Т температуры 
элемента массы обусловлено изменениями как Т е , так и т (оптическая глуби¬ 
на, на которой находится элемент массы), то соотношение температу¬ 
ра — оптическая глубина для серой атмосферы показывает, что на малых оп¬ 
тических глубинах (т < \)ЬТ/Т * АТ е /Т е . Подставляя этот результат в соот¬ 
ношение, связывающее A L, Ar ph и А Т е , и предполагая, что Ьг = Ar ph и 
8L r * A L r для заданного уровня (по массе) в атмосфере, получим 
(bL/L r ) R = 2£ л + ЩТ/Т) К . 


(9.23) 
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Это соотношение обычно и используют как граничное условие для величины 
5Г на уровне фотосферы. 

Отметим, что, какое бы из уравнений (9.22) или (9.23) ни использовалось в 
качестве поверхностного граничного условия для ST, остаются неопределен¬ 
ными два параметра: ш и одна из величин (6T/T) R , (8L r /L r ) R . Причина заклю¬ 
чается в том, что граничное условие (9.20) определяет величину ( bP/P) R (в 
предположении, что £ л уже выбрано), которая в свою очередь через уравнение 
состояния зависит от (Sp/p) R и (6T/T) R . Напомним, что центральные гранич¬ 
ные условия оставляют неопределенными величины аі, £ с (или ( 8р/р ) с ) и 
( 8L/L r ) c . Поэтому условие, чтобы четыре переменные £, ЪР/Р, ЬТ/Т и 5 L r /L r 
были непрерывными по всей звезде, оказывается достаточным для определе¬ 
ния значений всех четырех неизвестных (в общем случае комплексных) для 
каждой исследуемой моды. Таким образом, выполнение граничных условий 
является необходимым, по крайней мере в принципе, для определения деталь¬ 
ных характеристик неадиабатических звездных пульсаций. 

Полезно заметить, что если давление Р на поверхности обращается в нуль 
(обычно это превосходное приближение), то из уравнения энергии, скажем 
(7.8), вытекает следующее соотношение: 

[d(8L/L r )/dr) R = 0. (9.24) 

Данный результат согласуется с концепцией пространственно неизменных 
вариаций светимости во внешних слоях звезд (разд. 9.1). 

Кроме того, можно показать (см. [346]), что если плотность р на поверх¬ 
ности обращается в нуль, то 

[d\8L/L r )/dr 1 ) R = 0. (9.25) 

Следует подчеркнуть, что выражения (9.24) и (9.25) — это не граничные 
условия, а просто некоторые выводы, справедливые при указанных предпо¬ 
ложениях. 

9.26. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 

Численное решение задачи о собственных значениях сопряжено с определен¬ 
ными вычислительными трудностями (см., например, [36, 131]), и лишь в по¬ 
следние годы были развиты достаточно эффективные методы (см. [68, 281]). 
(Бейкер и Киппенхан [37] в 1965 г. разработали метод, который до некоторой 
степени похож на методы Кастора [68] и Ибена [281], однако они не вычисля¬ 
ли ш как собственное значение полной неадиабатической задачи.) 

Трудности обусловлены в основном тем, что по всей звезде пульсации яв¬ 
ляются почти адиабатическими. Следовательно, если не использовать специ¬ 
альных приемов, то обычные методы сшивки, основанные на общих сообра¬ 
жениях п. 9.2а, сталкиваются с серьезными практическими проблемами. На¬ 
пример, при численном интегрировании от поверхности к центру с использо¬ 
ванием поверхностных граничных условий в решениях всегда появляются 
быстро расходящиеся члены, которые в конце концов делают результаты та¬ 
кого интегрирования практически непригодными. 

Бейкер и Киппенхан [36] и Кокс [131] избежали эту трудность, заменив 
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внутренние граничные условия внутренним адиабатическим условием, приве¬ 
денным выше, т.е. потребовав, чтобы по мере интегрирования вглубь реше¬ 
ние стремилось к адиабатическому пределу. Таким путем для заданного зна¬ 
чения о; были получены точные решения уравнений только для внешних слоев 
с температурой менее - ІО 5 К (что обычно соответствует глубине от 0,05 до 
0,5 радиуса звезды). В этих ранних исследованиях угловая частота пульсаций 
о либо предполагалась известной из наблюдений или теории, как в [131], либо 
же определялась из решения адиабатического волнового уравнения [36]. При 
нахождении решения дифференциальных уравнений коэффициент устойчиво¬ 
сти х принимался равным нулю, а затем оценивался с помощью интеграль¬ 
ных выражений (разд. 9.3), в которых использовались полученные решения. 
Такой метод определения коэффициента х является довольно точным, если 
Іх/оІ ■* 1, что обычно имеет место (разд. 9.1). В работах [131, 132, 345,465] 
можно найти ссылки на еще более ранние приближенные методы исследова¬ 
ния неадиабатических эффектов. 

В современных вычислительных методах ядро звезды обычно не учитыва¬ 
ется. Однако эти методы можно непосредственным и почти тривиальным 
образом обобщить, чтобы при необходимости или при желании учитывать и 
ядро (см., например, [154, 155, 640, 641]). 

Теперь мы кратко опишем метод решения линейного неадиабатического 
волнового уравнения, предложенный и применявшийся Кастором [68]. Часть 
излагаемого материала основана на неопубликованных заметках Кастора и 
используется с его любезного согласия. 

Покажем сначала, что соответствующие линеаризованные дифференци¬ 
альные уравнения можно представить в специальном виде, на который и опи¬ 
рается метод. В этом методе в качестве основных уравнений рассматривают¬ 
ся уравнения импульса и энергии, поскольку только они обычно содержат в 
явном виде производные по времени. Уравнение импульса можно записать в 
форме (7.5), а уравнение энергии для термодинамически обратимых процес¬ 
сов (мы рассматриваем только их) в форме (7.10). Отметим, что в левой ча¬ 
сти уравнения импульса содержится величина 8г = д\8г)/дг 2 , а в правой — 8г 
и д(8Р)/дт. Уравнение энергии содержит в левой части величину Т&і, а в 
правой — 5е и d(8L r )/dm. Однако величину 8е можно считать функцией 5р и 6 Г 
[см. уравнение (7.12)]. Аналогичным образом 8L r можно считать по крайней 
мере для переноса энергии в приближении лучистой теплопроводности функ¬ 
цией 8r, Ьр, 8Т и д(8Т)/дт [см., например, выражение (7.11)]. Далее, на осно¬ 
вании термодинамических соотношений (5.35а) и (5.356) величины 8Т и 8Р 
можно рассматривать как функции 8р и 73s. В свою очередь величину 8р, со¬ 
гласно уравнению неразрывности [см., например, (5.246) или (7.4)], можно 
считать функцией 8г и д{8г)/дт. Таким образом, правые части уравнений им¬ 
пульса и энергии зависят в конечном счете от величин 8г и T8s и от их произво¬ 
дных по т. Принимая зависимость от времени в форме ехр (іші), мы видим, 
что левые части этих уравнений являются функциями только от 8г и Tbs. Поэ¬ 
тому величины 8г и 73s можно взять в качестве основных зависимых перемен- 
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ных и записать уравнения импульса и энергии в следующем операторном ви- 


де: ы 2 6 г = Gj(Sr) + G 2 (TSs), (9.26а) 

іиШ = АГ,(5г) + K 2 (Tbs), (9.266) 

где G и К — линейные операторы. Прямым, но громоздким путем можно 
показать, что 

G,(y) = - 4 Gmy/r 3 - 4жг 2 д [(Г,Я/К) д(4жг 2 у)/дт]/дт, (9.27) 

G 2 O') = 4тгг 2 Э[(Г 3 - \)у/У]/дт (9.28) 

и для переноса энергии в приближении лучистой теплопроводности 
А - ,00 - [(де/дѴ) Т - (Эе/а7)^3 - \)Т/ Ѵ]д(Лжг 2 у)/дт - d(L r 4*r 2 y/*r 3 )dm + 
+ д{(1/х)Цдх/дѴ) Т - (дх/дГ)у( Г 3 - 1)(Г/Ѵ)}д(4*г 2 у)/дт)/дт - 
- дІ(4жг 2 ) 2 (ас/Зх)д14(Г 3 - 1)(Т і /Ѵ)д(4жг 2 у)/дт]/дт ) /дт, (9.29) 

К 2 (у) ш (де/дТ)уу/с ѵ + Э [(L/xc у )(дх/дТ) ѵ у]/дт + 

+ д[(4тгг 2 ) 2 (ас/Зх)д(4Т 3 у/Су)/дт]/дт. (9.30) 


В этих формулах V s 1 /р — удельный объем, е — скорость генерации энер¬ 
гии на единицу массы, х — непрозрачность, а остальные символы имеют 
обычные значения. Кроме того, мы опустили индекс 0 у всех равновесных ве¬ 
личин. Легко видеть, что С,, G 2 , А/, и К 2 — это дифференциальные операто¬ 
ры соответственно второго, первого, третьего и второго порядка. Кроме то¬ 
го, С,(5г)/г совпадает с ^ІЬг/г), где — линейный оператор, определенный 
выражением (8.23). 

Интересно исследовать операторы G и К для случая, когда все коэффици¬ 
енты можно считать постоянными. Такое рассмотрение позволит по порядку 
величины оценить влияние этих операторов. Кроме того, следуя Кастрру, 
оставим в каждом соотношении только члены с производными самого высо¬ 
кого порядка. В этом случае можно получить относительно простые и вер¬ 
ные по порядку величины выражения для IG,I, IG 2 I, I /Г, I и ІА^І , на основе 
которых можно дать физическую интерпретацию операторов. Например, 
подставляя вместо д/дг Г 1 , где / — характерная длина, можно показать, 
что 

IG, I - (Время прохождения звуковой волной расстояния/) -2 , (9.31) 

I АГ 2 і - (Время охлаждения посредством излучения области с характерным 

размером І)~ 1 . (9.32) 

Интересно также отметить, что 

IG,/G 2 I - \К У /К 2 \ ~ ѵ\д/дг, (9.33) 

где v s — адиабатическая скорость звука. Из соотношения (9.33) вытекает 

IG,(5/-)/G 2 (r&s)l - IAT,(6r)/A' 2 (7'5s)l - I [bp/p]/[(T&s)/CyT\ I, (9.34) 

где мы использовали приближенное соотношение ІЗ(5г)/ЭгІ - І5р/рІ и, кро¬ 
ме того, ѵ 2 = Г, Р/р ~ СуТ. 
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Соотношение (9.34) устанавливает, что в обоих основных уравнениях 
(9.26а) и (9.266) отношение первого и второго членов в правых частях того же 
порядка величины, что и отношение относительной флуктуации плотности 
Ьр/р в течение периода к соответствующему изменению количества тепла 
&q = Tbs на единицу массы, выраженному в долях удельной внутренней 
энергии, приблизительно равной с ѵ Т. В глубоких недрах звезды, где с ѵ Т от¬ 
носительно велико, IG,(6lr)l ► 10^(7 Лу) I и I ATj(5r) I ► ІЛГ 2 (7й*)І, и только во 
внешних слоях оба члена в каждой паре становятся сравнимыми друг с дру¬ 
гом. 

Можно сказать, что член G 2 (T5s ) учитывает влияние неадиабатичности на 
звездные пульсации, а член 7Г,(бг) определяет тепловые потоки, обусловлен¬ 
ные адиабатическими флуктуациями температуры, которые в свою очередь 
связаны с динамическими движениями. Приближение iuTbs = A",(6r) иногда 
называют квазиадиабатическим приближением (разд. 9.1). 

В случае G 2 = 0 или /Г, =0 имеем соответственно либо чисто адиабатиче¬ 
ские, либо чисто тепловые пульсации (гл. 8). 

Используя разностную схему, подобную построенной выше при рассмот¬ 
рении линейного адиабатического волнового уравнения (разд. 8.126), уравне¬ 
ния (9.26) можно заменить следующими матричными уравнениями: 

иЪ = G1X + G2Y, (9.35а) 

іо>У = АГ1Х + K2Y, (9.356) 

где X и Y — матрицы-столбцы. Столбец X состоит из 7 + 1 элемента 
( J — число зон в модели), а Y — из J элементов. Кроме того, 

X; = (Ш)' л Ьг,, У,- _ 1/5 = {Ш) і _ w (9.36) 

i = 1, ... , 7; величина 3M j определена в п. 8.126, а каждая из величин Gl, G2, 
К\ и К2 представляет собой квадратную матрицу 7x7, многие элементы ко¬ 
торой равны нулю. 

В рамках принятой в п.8.126 разностной схемы видно, что для каждого Х і 
(но неблизкого к любой из границ) уравнение импульса (9.356) содержит вели¬ 
чины Xj _ j, Xj + ,, У ( . _ , л , Yj + Уі , три элемента матрицы G1 и два элемента 
матрицы G2. Аналогично для каждого У ; _ |/г (также неблизкого к границам) 
уравнение энергии (9.356) содержит величины У, _ Уг , У, + /2 , X t _ 2 , Х ( _ ,, X jt 
Xj + р четыре элемента матрицы К\ и три элемента матрицы К2. Таким об¬ 
разом, в этой разностной схеме уравнения (9.35) связывают семь последова¬ 
тельных «точек» модели, где под «точкой» мы понимаем либо поверхность 
раздела, либо середину зоны. 

Явные выражения для этих матричных элементов, как правило, довольно 
сложные; некоторые конкретные примеры приведены Кастором [68]. В лю¬ 
бом случае значения матричных элементов зависят от равновесной модели, 
граничных условий и т.д. и предполагаются известными. 

Граничные условия могли бы выглядеть, например, следующим образом. 
В центре или в основании оболочки 

&г 0 = 0 (т.е. Х 0 = 0), SL 0 = 0. 


(9.37) 
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На поверхности имеется ряд возможностей для выбора (разд. 9.2а), но целе- 
сообразйо принять такие условия: 

( 8P/P)j_ , л = ~(w 2 r)/GM + 4 )8rj/r jt 

6Lj/Lj = 26r/rj + 46Tj _ , A /Tj _ l/2 . (9.38) 

Конкретные граничные условия того или иного вида заметно влияют на зна¬ 
чения матричных элементов в уравнениях (9.35), особенно вблизи границ. 
Вблизи этих границ уравнения (9.35) упрощаются, поскольку величины с 
отрицательными индексами или с индексами, большими У, не опреде¬ 
лены. 

Если говорить конкретнее, то, как отметил Кастор [68], чтобы применить 
граничные условия, необходимо отбросить в уравнениях самую внутреннюю 
и самую внешнюю поверхности раздела (0 и У), а также самую внутреннюю и 
самую внешнюю зоны (1 и У).-Можно показать, что граничные условия (9.37) 
и (9.38), используемые для этих зон и поверхностей раздела (какое бы число 
зон и поверхностей раздела ни рассматривалось), вместе с оставшимися урав¬ 
нениями дают как раз правильное число уравнений для 2У + 1 неизвестного 
нашей задачи. Эти рассуждения эквивалентны отбрасыванию величин с отри¬ 
цательными индексами (таких, как X _,) или с индексами, большими У (таких, 
как Xj + j), и присвоению специальных значений соответствующим матрич¬ 
ным элементам. 

Следуя Кастору [68], уравнения (9.35) можно записать как одно матричное 
уравнение, если объединить переменные (чередуя их) в одну матрицу-столбец 
Z, состоящую из 2У элементов: Y w X v Y 3/t , Х 2 , ... , Yj _ Уі , Xj (принимая 
X Q = 0). Таким образом, уравнения (9.35) можно представить в виде 

У /Z = О, (9.39) 

где J/— комплексная матрица, состоящая из (2У) х (2У) элементов (по¬ 
скольку ее элементы комплексные) и являющаяся ленточной матрицей, при¬ 
чем ширина «ленты» не более семи элементов. Отметим, что первая строка 
матрицы JY связана только с уравнением энергии (9.356), а по¬ 
следняя — только с уравнением импульса (9.35а). 

Рассмотрим теперь метод нахождения собственных значений ш 2 и 
собственных векторов матричного уравнения (9.39). Поскольку уравнение яв¬ 
ляется однородным, его можно решить относительно собственных векторов, 
только если известны собственные значения, а они, конечно, заранее не из¬ 
вестны. 

Кастор [68] предполагает, что соответствующая адиабатическая задача 
уже решена, т е. известны адиабатические собственные векторы. Затем он ис¬ 
пользует их для получения первых пробных оценок неадиабатических 
собственных частот, основываясь, по существу, на интегральных выражени¬ 
ях, аналогичных рассматриваемым в разд. 9.3. Но такие пробные оценки все 
еще не удовлетворяют уравнению (9.39), и поэтому далее используется следу¬ 
ющая процедура. 

Кастор [68] убирает из системы (9.39) последнее уравнение — уравнение 
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импульса для самой внешней поверхности раздела. Тогда матричное уравне¬ 
ние (9.39) заменяется уравнением 

ЖТ = W, (9.40) 

где матрица Ж — это матрица Ж без последней строки и последнего столб¬ 
ца; Ж содержит (2 J — 1) х (2J — 1) элемент. Столбец Z' — это столбец Z 
без одного элемента (а именно, без элемента X 7 , который в конечном счете 
для нормировки принимают равным единице); W — матрица-столбец, все 
элементы которой, за исключением нескольких последних, равны нулю. По¬ 
скольку уравнение (9.40) теперь уже неоднородное, оз в нем не обязательно 
будет собственной частотой. Следовательно, для заданного О уравнение 
(9.40) можно решить относительно U — 1 неизвестного Y Vi , Х ѵ Y w ... , 
Xj _ ,, Yj _ , A , выразив неизвестные через Xj. Поскольку оз уже не обязатель¬ 
но собственное значение, последнее уравнение системы, которое было опуше¬ 
но, может и не удовлетворяться. Это уравнение можно записать в следую¬ 
щем виде: 

/И * Gl(7, \)Xj _ , + G2(J, \)Yj _ и + [С1(У, 2) - o3 2 ]X Jt (9.41) 

где Доз) = 0 при ш = оз 0 (ш 0 — собственная частота) и где G1 и 
G2 — элементы матриц. 

Дале£ Кастор [68] замечает, что Xj ,, Yj Ѵі и Xj — рациональные 
функции (равные отношению двух полиномов), поскольку каждая из них яв¬ 
ляется решением совместной системы линейных алгебраических уравнений. 
Следовательно, функция Доз) регулярна всюду, за исключением своих полю¬ 
сов (см. любой учебник математического анализа, например [225]). Поэтому 
любая подходящая схема нахождения корней регулярных функций должна 
быть пригодной для определения собственной частоты, т.е. такого значения 
оз(= cjq), для которого Доз) = 0. 

Метод Кастора [68] — это метод секущей, основанный на использовании 
значений оз к _ оз к двух предыдущих итераций для получения нового значе¬ 
ния оз к + ,, в предположении, что функциями) линейна в окрестности оз 0 . 

С помощью указанного метода, решая в каждой итерации систему (9.40), 
добиваются того, чтобы уравнение Доз) = 0 удовлетворялось с некоторой за¬ 
данной точностью. (Конечно, все операции следует выполнять по правилам 
алгебры комплексных чисел.) Второе пробное значение оз, необходимое для 
этого метода, можно получить, например, посредством некоторого произ¬ 
вольного изменения первого пробного значения. Таким способом в конце кон¬ 
цов определяют оз 0 — собственную частоту исследуемой моды, а также со- 
ответствеуюшие собственные векторы X и Y. 

Кастор указал на одну трудность в использовании этого метода. Он отме¬ 
тил, что функция Доз) вблизи каждого нуля оз = ш 0 имеет полюс оз = оз . Этот 
полюс соответствует такому значению оз, при котором 5г у = 0. Поскольку все 
величины Х ( и Yj _ , А обычно нормированы на значение Х } = 1, отсюда сле¬ 
дует, что при оз = оз 2 р Yj _ x/l /Xj = оо, Xj/Xj = оо (/ = 1. J - 1). Если 

Iw — ы 0 1 > I оз — оз p I, то метод секущей либо не пригоден, либо дает очень 
медленную сходимость. 
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Рецепт Кастора для устранения этой трудности заключается в том, чтобы 
разделить _Дш) на такую произвольную функцию, которая имеет полюс, со¬ 
впадающий с полюсом функции f[u). В качестве такой функции он выбирает 
A'j(o)) и определяет 

(<*>)• (9.42) 

Преимущество выбора А", в качестве этой произвольной функции состоит в 
том, что она не имеет нулей для любой из низших мод пульсаций. Далее Ка¬ 
стор предлагает использовать g(a>) вместоДы) в методе секущей. Такой прием 
улучшает сходимость и в то же самое время позволяет обойти трудность, 
связанную с существованием полюса. Дополнительные сведения можно най¬ 
ти в статье Кастора [68]. 

Наконец, мы попытаемся четко определить, что же подразумевается под 
термином «мода» в применении к линейным, но неадиабатичесим пульсаци¬ 
ям. Поскольку при таких пульсациях система никогда не проходит точно че¬ 
рез свое равновесное состояние (разд. 9.1), узлов, характеризуемых смещени¬ 
ем £ =0, при неадиабатических пульсациях не существует. Следовательно, 
узлы нельзя использовать для характеристики мод (аналогичная до некото¬ 
рой степени ситуация имеет место и в случае нерадиальных колебаний; см. 
гл. 17). Под термином «мода» мы будем подразумевать просто одно из 
собственных решений линейных неадиабатических уравнений. Если неадиаба¬ 
тические эффекты малы или, что приблизительно эквивалентно, если 
Іх/оІ <t 1 (эти условия уверенно выполняются в большинстве типов пульси¬ 
рующих звезд; разд. 9.1), то, по-видимому, существует хорошо определенное 
взаимно однозначное соответствие между модами пульсаций в неадиабатиче¬ 
ском и адиабатическом случаях, и в обоих классах задач имеется аналогичная 
упорядоченность мод. В случае неадиабатических пульсаций «узел» — это 
обычно сферическая поверхность, на которой I £ I достигает четкого миниума 
с очень малым значением и при переходе через которую фаза смещения £ из¬ 
меняется почти точно на т радиан. Как показывают расчеты, неадиабатиче¬ 
ские эффекты, если только они не чрезмерно велики, оказывают очень слабое 
влияние на положение узлов. 

9.2 В. ОБЩИЕ СВОЙСТВА ЛИНЕЙНЫХ 
НЕАДИАБАТИЧЕСКИХ РАДИАЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЙ 
Здесь мы суммируем некоторые из основных свойств решений линейного неа¬ 
диабатического волнового уравнения для «реалистичных» звездных моделей, 
лежащих в «области цефеид» на диаграмме Герцшпрунга — Рессела. Приво¬ 
димые замечания основаны на моделях, в которых предполагается только лу¬ 
чистый перенос, даже если их параметры в некоторых случаях таковы, что, 
согласно современным представлениям, в их оболочках может возникать 
конвекция. Основным оправданием того, что мы ограничиваемся только лу¬ 
чистыми моделями, служит неудовлетворительное состояние наших знаний о 
конвекции в реальных звездах. 

1. Неадиабатические периоды, по крайней мере в основной моде, обычно, 
по-видимому, короче соответствующих адиабатических периодов, но, как 
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правило, незначительно. Типичная разность составляет всего несколько ДЬся- 
тых процента, однако в некоторых случаях при сравнительно большом отно¬ 
шении равновесной светимости к массе, она может достигать 2 — 3%. Вуд 
[628], исследуя гораздо более сильную неадиабатичность, нашел, что неадиа¬ 
батические периоды иногда превышали адиабатические и что различие между 
ними часто было гораздо больше приведенных значений. При этом отмечены 
и другие интересные эффекты, связанные с собственными функциями. Анало¬ 
гичные результаты были получены в работах [302, 303]. 

2. Поведение неадиабатической относительной амплитуды пульсаций {(г) 

вдоль радиуса не очень отличается от соответствующей адиабатической от¬ 
носительной амплитуты по крайней мере в областях ниже зоны иони¬ 

зации водорода. Следовательно, {(г) (нормированное к единице на поверхно¬ 
сти) почти вещественно, т.е. пульсации представляют собой почти стоячие 
волны. (Однако 6L/L r H6p/p приблизительно совпадают по фазе только в не¬ 
драх. Около поверхности bL < /L r может значительно отличаться по фазе от 
Ьр/р, что проявляется в существовании фазового запаздывания в поверхност¬ 
ных изменениях светимости; гл. 11.) 

В лучистых моделях, попадающих в «область цефеид» на диаграмме 
Герцшпрунга — Рессела, ((г) обычно близко к единице; а в зоне ионизации 
водорода и выше нее может даже превысить единицу. Такое по¬ 
ведение — чисто неадиабатический эффект, связанный в конечном счете с 
тем, что для лучистых моделей I dT^/dr\ в зоне ионизации водорода, как пра¬ 
вило, очень велико (гл. 11). Ниже этой зоны £ (г) по мере продвижения вглубь 
быстро приближается к {^(г). 

3. С продвижением в недра пульсации быстро становятся адиабатически¬ 
ми. Это означает, что при рассмотрении все более глубоких слоев адиабати¬ 
ческие соотношения (5.36)* оказываются все более хорошим приближением. 

9.3. Интегральные выражения 
для собственных значений 

Итак, задачу о малых неадиабатических радиальных пульсациях можно точ¬ 
но решить только путем нахождения численных решений сложной задачи о 
собственных значениях для системы уравнений высокого порядка. Ясно, что 
эти решения зависят от принятого механизма переноса тепла. Однако до¬ 
вольно глубокого понимания общего поведения решения в зависимости от 
времени, а также ряда других особенностей можно достичь с помощью под¬ 
хода, основанного на формальных интегральных выражениях для собствен¬ 
ных значений. Эти интегральные выражения являются общими в том смыс¬ 
ле, что они не связаны ни с какими явными предположениями о физической 
природе механизма переноса энергии. Однако, чтобы интегральные выраже¬ 
ния давали точные численные результаты для собственных значений, функ¬ 
ции, входящие в них, должны быть собственными функциями, а последние 
обычно не известны, пока не решена конкретная задача о собственных значе¬ 
ниях. Тем не менее, как и в случае интегральных выражений, выведенных в 
разд. 8.8 для собственных значений адиабатических пульсаций, часто можно 
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получить вполне приемлемое приближение для неадиабатических собствен¬ 
ных значений, используя вместо собственных функций приближенные про¬ 
бные функции. Эти пробные функции, по существу, произвольные, но они до¬ 
лжны быть достаточно регулярными. Однако, поскольку неадиабатическая 
задача не обладает свойством самосопряженности, такие интегральные вы¬ 
ражения не удовлетворяют принципу экстремума в отличие от случая адиаби- 
тических пульсаций (разд. 8.10). Следовательно, чтобы интегральные выра¬ 
жения давали хорошее приближение для собственных значений, пробные 
функции должны быть как можно более точными. Использование интеграль¬ 
ных выражений сыграло важную роль в развитии теории звездных пульса¬ 
ций. 

Подробные выводы интегральных выражений и их обсуждение содержат¬ 
ся, например, в работах [146, Ch. 27;336], а также [5, 6, 144,148,156] (причем в 
пяти последних рассматривается применение интегральных выражений при 
отсутствии теплового равновесия; см. разд. 19.4), поэтому здесь мы ограни¬ 
чимся только кратким изложением. 

Рассматриваемые интегральные выражения основаны на линейном неади¬ 
абатическом волновом уравнении, одной из форм которого является уравне¬ 
ние (7.15). Зависимость всех вариаций от времени принимается такой же, как 
в уравнениях (9.8) и (9.9). Далее, линейное неадиабатическое волновое уравне 
ние умножают на £ *r 2 dm (где звездочка обозначает комплексно сопряженную 
величину), а затем интегрируют по полной массе звезды. В результате полу 
чают уравнение третьего порядка 

Ма> 2 - Е 2 ) = C/J, (9.43 

решения которого и дают искомые интегральные выражения для собственно 
го значения со. Здесь J — осцилляторный момент инерции звезды для рас¬ 
сматриваемой моды [см. выражение (8.26)]. Величина £ 2 определяется сле¬ 
дующим соотношением: 

l 2 J = \ѴЛЬУ*Іт = 

= j (16 ■K 2 T x Ppi*‘\dl/dm\ 2 - 4ят 3 І£іѴ[(ЗГ 1 - 4 )P\/dm)dm, (9.44; 

где во втором равенстве использовано предположение, что давление Р обра¬ 
щается в нуль на поверхности, т.е. при т = М; У— линейный оператор, 
определенный выражением (8.23). Наконец, если на поверхности 
5(е - dL/dm) sp = 0, то имеем следующее выражение для С: 

С = j (Г 3 - 1)(6р/р)* р б(е - dL/dm) sp dm = С Г + /С ( , (9.45) 

причем С г и С ( вещественны. Сравнение выражения (9.45) с (9.3), (9.10) и (9.11) 
показывает, что вещественная часть С г величины С пропорциональна 
(dfV/dO, т.е. скорости (усредненной по периоду), с которой сила гравитации 
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и силы, обусловленные наличием градиента давления, совершают работу над 
всей звездой. Как указывалось, С, в основном влияет на период пульсаций 
(см. ниже). 

Рассмотрим теперь решение уравнения (9.43). В общем случае оно имеет 
три корня. Один из них, скажем w,, обычно очень мал и можно показать (см., 
например, [146, Ch. 27]), что он связан с проблемой вековой неустойчивости 
звезд; для нас этот корень сейчас не представляет непосредственного интере¬ 
са. При изучении пульсирующих звезд намного более интересны оба больших 
корня, скажем іи 2 и іи ѵ Оба эти решения определяются следующим выраже¬ 
нием, в котором выделены вещественная и мнимая части (см., например, 
[146, Ch. 27]): 

іи 2 3 = «[±L + ViC/(l 2 J) ± ЩС »- ф/(І 5 У 2 )] + 

+ [ViC/(l 2 J) =F KC/C/itfJ 2 )] + 0(6 3 ), (9.46) 

где 5 ■ IC/JE 3 I - tff/t K < 1, [что и использовано в (9.46)], а С г к 
С, — вещественная и мнимая части С [см. формулу (9.45)]. Каждый из корней 
в (9.46) содержит либо все верхние, либо все нижние знаки. По модулю оба 
эти корня равны; они описывают один и тот же вид физических движений в 
звезде (как впервые отметил Ибен [281]; см. также [356]). Две последователь¬ 
ности знаков в (9.46) просто соответствуют корню іи и его комплексно сопря¬ 
женному значению (іи)*. Можно показать, что если в дифференциальных 
уравнениях заменить (іи) на (іи)*, то все пульсационные переменные следует 
заменить их комплексно сопряженными значениями. Такая замена приводит 
к изменению знака С ( . Тогда, очевидно, /ы 3 = (/<о 2 )‘, т.е. оба корня соот¬ 
ветствуют одному и тому же физическому поведению звезды. 

Уравнение (9.46) описывает колебательное движение с периодом 
П = 2тг/П, где П * а(а — адиабатическая угловая частота пульсаций). Ес¬ 
ли 5 < 1, то амплитуда этого движения либо медленно растет со временем, 
либо медленно затухает в соответствии с выражением (9.14). Согласно урав¬ 
нению (9.46), коэффициент устойчивости х (разд. 9.1) с точностью до первого 
порядка относительно 6 определяется соотношением (9.13). Ясно, что С ( 
сильнее всего влияет на период пульсаций модели, как и было указано выше. 

9.4. Оценка коэффициента устойчивости Эддингтоном 

Эддингтон [197, Ch. 8] был, вероятно, первым, кто вывел выражение для 
коэффициента устойчивости х (разд. 9.1). Его вывод основывался на остро¬ 
умном анализе с использованием энтропии, и он рассматривал только термо¬ 
динамически обратимый случай в линейной теории. Мы кратко изложим вы¬ 
вод Эддингтона и одновременно обобщим его на нелинейный необратимый 
случай, что, оказывается, легко сделать. 

Эддингтон прежде всего принял, что коэффициент устойчивости опреде¬ 
ляется выражением 


х = - Zi(d№)/dt)/(6V), 


(9.47) 
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где 5¥ — полная энергия пульсаций, которая будет определена ниже (в об¬ 
щем случае эта величина не совпадает с 5Ф из разд 9.1), а угловые скобки оз¬ 
начают усреднение по полному периоду П. Затем Эддингтон оценил числи¬ 
тель этого выражения, использовав теорему энергии в форме (4.52). 

Применим эту теорему как к пульсирующему, так и к непульсирующему 
состоянию звезды, обозначая последнее состояние индексом 0 и считая его 
состоянием полного равновесия (разд. 5.2). Вычитая одно уравнение из дру¬ 
гого, получим выражение для db'lf/dt, где полная энергия пульсаций опреде¬ 
ляется следующим нелинейным выражением: 

б* = j (Я/2 - ( Gm/r - GM/rJ + (Е - E^]dm. (9.48) 

Числитель уравнения (9.47) получают затем из соотношения 

П <</(6¥)/Л> = j dmj(dq/dt)dt, (9.49) 

где интегрирование по времени следует проводить по полному замкнутому 
циклу колебаний. Требуя, чтобы цикл был замкнутым, мы интерпретируем 
левую часть уравнения (9.49) как количество энергии, которое в течение одно¬ 
го периода отводится от звезды или добавляется к звезде при строго перио¬ 
дическом движении. Можно показать, что такая интерпретация согласуется с 
результатами и выводами предыдущих разделов данной главы, если харак¬ 
терное время затухания Ы -1 велико по сравнению с периодом П. 

Эддингтон хотел оценить интегралы в правой части уравнения (9.49), ис¬ 
пользуя величины только первого порядка, известные из некоторого прибли¬ 
женного решения линеаризованных уравнений. Однако это решецре требует, 
чтобы величина dq/dt менялась синусоидально со временем. Если это условие 
выполняется, то очевидно, что интеграл по замкнутому циклу в уравнении 
(9.49) обращается в нуль. Поэтому Эддингтон стремился найти метод, кото¬ 
рый давал бы значение интеграла по циклу колебаний с точностью до второ¬ 
го порядка, но с помощью величин, известных с точностью только до перво¬ 
го порядка. 

Он принял во внимание следующее обстоятельство, связанное с энтропией 
(мы обобщим этот подход на необратимый случай). Если предполагаете#, 
что в конце периода звезда точно возвращается в исходное состояние, то яс¬ 
но, что для каждого элемента массы результирующее изменение ds его удель¬ 
ной энтропии s за период будет равно нулю. Величина ds определяется общим 
термодинамическим соотношением 

ds = dq/T + da, (9.50) 

где dq — результирующее приращение количества тепла на единицу массы, 
Т — мгновенное значение температуры, a da — изменение удельной энтро¬ 
пии, обусловленное только необратимыми процессами, такими, как вяз¬ 
кость. Согласно второму началу термодинамики, всегда da > 0. Кроме того, 
можно записать следующее тождество: 

1/Г - 1/Г„- (Г - Г 0 )/7Т 0 , 


(9.51) 
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где Т 0 — произвольная фиксированная температура, в качестве которой 
можно принять, если удобно, равновесную температуру элемента массы. 
Подставляя это тождество в уравнение (9.50), интегрируя по замкнутому ци¬ 
клу и приравнивая интеграл от ds нулю, получаем для уравнения (9.49) 

П {d(b*)/dt) = j dm ф [(Г - T^/T](dq/dt)dt - j dmT Q § (da/dt)dt. (9.52) 

Это и есть искомое обобщение результата Эддингтона на нелинейный необ¬ 
ратимый случай. Отметим, что, согласно этому уравнению, необратимые 
процессы всегда стремятся подавить пульсации, как и следовало ожидать. 
(См., например, [146, Ch. 27], где выполнено альтернативное рассмотрение 
эффектов вязкости.) 

В линейном и обратимом случае (когда [Т - Т^/Т = ЪТ/Т, a da = 0) урав¬ 
нение (9.52) принимает вид 

П<</(«¥)/Л> = jdw$(67VT)6(£ - dL/dm)dt. (9.53) 

Это и есть результат Эддингтона. 

Леду [335, §13] дал еще один вывод подобных выражений, который также 
приводит к формуле Эддингтона. 

Легко показать, что уравнение (9.53) точно соответствует нашим резуль¬ 
татам, полученным в предыдущих разделах этой главы при непосредствен¬ 
ном вычислении работы, совершаемой в течение цикла пульсаций силой гра¬ 
витации и силами, обусловленными наличием градиента давления, в предпо¬ 
ложении, что этот цикл замкнутый. 

ГЛАВА 10 

ПУЛЬСАЦИОННАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ 
РЕАЛЬНЫХ ЗВЕЗД 

В гл. 9 мы с весьма общей точки зрения рассмотрели влияние неадиабатично- 
сти на радиальные пульсации звезд, а также термодинамические условия, ко¬ 
торые приводят к звездным пульсациям. В результате выявился до¬ 
вольно очевидный факт: чтобы звезда была пульсационно неустойчивой, об¬ 
щее воздействие всех областей возбуждения пульсаций должно превышать в 
ней воздействие областей затухания. Эти выводы хорошо известны по мень¬ 
шей мере с конца 30-х — начала 40-х годов, когда Эддингтон провел свои ос¬ 
новополагающие исследования происхождения звездных пульсаций. Однако 
лишь в последние 15 — 20 лет удалось выявить механизмы, ответственные за 
пульсации большинства видов переменных звезд. Теперь можно уверенно 
сказать, что мы довольно хорошо понимаем действие этих механизмов и, 
следовательно, знаем причины пульсаций обычных типов переменных звезд. 
Хотя нужно уяснить еще много деталей, общая картина в основных чертах, 
по-видимому, верна. 

В большинстве случаев эти механизмы связаны с ионизацией элемента с 
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высоким содержанием, такого, как водород или гелий, в оболочке звезды, на 
некоторой критической глубине под ее поверхностью. Точнее, главным фак¬ 
тором, ответственным за пульсации наиболее известных типов переменных 
звезд, является, вероятно,частичная ионизация Не + (Не + ** Не ++ , вторая 
ионизация гелия). Связь между содержанием гелия и неустойчивостью рас¬ 
смотрена в работе [125]; см. разд. 10.3. Однако довольно значительный вклад 
в возникновение неустойчивости вносит и ионизация водорода, которая, воз¬ 
можно, является даже главной причиной неустойчивости красных перемен¬ 
ных звезд. По современным представлениям, именно ионизацией водорода 
обусловлено в основном фазовое запаздывание изменений блеска пульсирую¬ 
щих звезд (гл. 11). 

Термоядерные реакции, которые служат основным источником энергии на 
протяжении большей части жизни звезды, вероятно, играют незначительную 
роль в пульсациях самых известных типов переменных звезд, поскольку пуль¬ 
сации происходят в основном в оболочке звезды. Они практически не затра¬ 
гивают более глубоких областей, где протекают термоядерные реакции, и 
поэтому прямое влияние последних пренебрежимо мало. 

Эффекты обычной вязкости (молекулярной и лучистой), как установлено 
для случая радиальных пульсаций, также незначительны (см.,например,[146, 
Ch. 27]). 

В этой главе мы ограничимся кратким изложением основных идей, по¬ 
скольку рассматриваемая тема довольно подробно обсуждена в различных 
обзорных статьях (например, [133]), где и можно найти дополнительные све¬ 
дения. 

Исследуя пульсации звезд типа 8 Щита и /3 Цефея, Стеллингверф [549, 550] 
ввел новый вид механизма возбуждения в оболочке, который подробно об¬ 
суждается в разд. 10.1 ив гл. 13 (см. также [147, 152, 474, 475]). 

В разд. 10.1 мы суммируем те важные принципы, на которых основано 
действие механизмов, связанных с ионизацией вещества в оболочке. Разд. 

10.2 содержит краткий исторический очерк основных достижений, приведших 
к современным представлениям о звездных пульсациях. И наконец, в разд. 

10.3 рассмотрено необходимое условие пульсационной неустойчивости, воз¬ 
никающей под действием механизмов, связанных с ионизацией вещества в 
оболочке. 

10.1. Механизмы возбуждения пульсаций, 
связанные с ионизацией вещества в оболочке звезды 

Действие механизмов возбуждения пульсаций, связанных с ионизацией ве¬ 
щества в оболочке звезды, обусловлено главным образом тем, что ионизация 
компонента звездного вещества с высоким содержанием может приводить к 
модуляции изменений потока энергии. Как отмечалось в гл. 9, модуляция до¬ 
лжна быть такой, чтобы пульсирующие области накапливали, или поглоща¬ 
ли, тепло в фазе наибольшего сжатия и теряли его в фазе наибольшего расши¬ 
рения. В этом случае давление в соответствующих областях звезды будет до¬ 
стигать максимума после максимума плотности. Тогда любые зарождающи- 
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еся пульсации будут усиливаться, т.е. будет иметь место эффект дестабили¬ 
зации. Детальное рассмотрение показывает, что в тех областях, где элемент 
с высоким содержанием примерно наполовину ионизован, фазовые соотно¬ 
шения между изменениями потока и плотности могут быть именно такими, 
как описано выше. Кроме того, эти области частичной ионизации расположе¬ 
ны во внешних слоях звезды, где пульсации имеют значительную амплитуду. 
Во внутренних же областях эффект обычно в точности противоположен опи¬ 
санному, поэтому здесь существует тенденция к подавлению любых зарожда¬ 
ющихся пульсаций. Однако в этих внутренних областях амплитуда пульсаций 
относительно мала, так что эффект затухания ослаблен. Как показывают де¬ 
тальные расчеты, при подходящих условиях (см. ниже) эффекты возбуждения 
могут превысить эффекты затухания, и звезда может стать неустойчивой. 
Более того, объекты, в которых имеет место эта неустойчивость, должны 
располагаться именно в той части диаграммы Герцшпрунга — Рессела, где 
находятся основные типы переменных звезд. 

Эффекты модуляции изменений потока можно выразить количественно, 
если записать интеграл работы (гл. 9) в следующем приближенном виде: 

С * -L j (Г 3 - 1) (Ьр/р) [d(hL/L r )/dm)dm, (10.1) 

где вариации Ьр и &L r — это только пространственные части соответствую¬ 
щих величин. В этом выражении мы пренебрегли источниками термоядерной 
энергии и приняли, что равновесное значение L r постоянно по всей звезде и 
равно полной равновесной светимости L. Кроме того, мы предположили (а 
если не оговорено особо, то будем предполагать всюду в данном разделе), 
что величина Ьр/р вещественна и положительна во всех интересующих нас об¬ 
ластях. Физически это означает, что когда радиус звезды минимален, рас¬ 
сматриваемые области находятся в сжатом состоянии. Для пульсаций в ос¬ 
новной моде такая ситуация будет существовать приблизительно по всей 
звезде, а для более высоких гармоник — в области, внешней по отношению к 
самому близкому к поверхности узлу колебаний. Только такие самые внеш¬ 
ние области и заслуживают внимания при рассмотрении высоких гармоник, 
поскольку в слоях глубже самого внешнего узла амплитуда пульсаций обычно 
очень мала (п. 8.12в). 

Для большинства звезд обычно dtfL/LJ/dm > 0 во всей важной для рас¬ 
сматриваемой проблемы области. А тогда в соответствии с уравнением 
(10.1) С < 0, т.е. звезда пульсационно устойчива. В данном случае в момент, 
когда радиус минимален, изменения светимости всюду возрастают наружу. 
Поэтому в единицу времени через внешнюю границу каждого элементарного 
сферического слоя вещества вытекает большее количество тепла, чем посту¬ 
пает в слой через его внутреннюю границу, т.е. в этот момент каждый слой 
вещества теряет тепло. Тогда в соответствии с изложенным в гл. 9 каждый 
слой способствует затуханию. Следовательно, пульсации звезды являются 
затухающими. Такой вид затухания часто называют «затуханием вследствие 
излучения», хотя этот термин не следует относить только к лучистому пере- 
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носу, поскольку L r — это локальная светимость, обусловленная всеми воз¬ 
можными механизмами переноса энергии. 

Такое поведение светимости связано в основном с изменениями непрозрач¬ 
ности. Обычно при сжатии непрозрачность уменьшается, т.е. вещество ста¬ 
новится более прозрачным, и это значительно усиливает потери тепла. Одна¬ 
ко, как отметил Эддингтон [197, Ch. 8], некоторая утечка тепла происходила 
бы даже в том случае, если бы непрозрачость во время пульсаций оставалась 
постоянной при условии, что Г j = 5 /з. Последний результат обусловлен глав¬ 
ным образом тем, что изменение локальной светимости пропорционально 
довольно высокой степени температуры (ос Т 4 ), а температура при сжатии 
обычно повышается. Видно, что в этом случае быстрое возрастание Ър/р на¬ 
ружу сильно способствует затуханию пульсаций. Приведенные соображения 
показывают, что без некоторого эффективного дестабилизирующего меха¬ 
низма большинство звезд и, в частности, гиганты и сверхгиганты должны 
быть чрезвычайно устойчивы относительно пульсаций, как и следует из рас¬ 
четов [128, 343, 448]. В определенном смысле этот результат является удов¬ 
летворительным: он согласуется с тем фактом, что пульсации звезд — очень 
редкое явление (гл. 1). 

Рассмотрим теперь, как влияют на изменения светимости зоны ионизации 
водорода Н, нейтрального гелия Не 0 и однократно ионизованного гелия 
Не + , расположенные во внешних слоях звезд. Для звезд с обычным химиче¬ 
ским составом, в которых преобладают водород и гелий, только эти зоны 
ионизации и следует учитывать. Однако излагаемые идеи применимы в прин¬ 
ципе к любому элементу с достаточно высоким содержанием. Кроме того, 
здесь мы рассмотрим только лучистый перенос, хотя вещество в окрестности 
таких зон ионизации обычно конвективно неустойчиво. 

В равновесном состоянии середина зоны ионизации Не + всегда почти не¬ 
зависимо от основных параметров звезды имеет температуру около 4 • 10 4 К 
(что соответствует потенциалу ионизации 54,4 эВ). Зоны ионизации Н и Не 0 в 
звезде обычно так близки друг к другу, что оказываемое ими влияние почти 
эквивалентно влиянию одной зоны, средняя часть которой имеет температу¬ 
ру от ІО 4 до 1,5 ■ ІО 4 К, также почти не зависящую от основных параметров 
звезды. Поскольку в поведении данной зоны преобладают эффекты иониза¬ 
ции водорода, ее обычно называют просто зоной ионизации водорода. 

Для рассматриваемой проблемы наиболее важное влияние подобной зоны 
ионизации на свойства вещества заключается в том, что в ней Г 3 — 1 доволь¬ 
но мало. В этом случае большая часть работы адиабатического сжатия пере¬ 
ходит в энергию ионизации, а не в кинетическую энергию теплового движе¬ 
ния, поэтому при сжатии температура возрастает не очень сильно. Малые 
значения Г 3 - 1 в зоне ионизации оказывают очень сильное влияние на квази- 
адиабатические изменения светимости (5 L/L} a , которые очень чувствитель¬ 
ны к значениям Г 3 — 1. Общий эффект состоит в том, что (SL/L^ претерпе¬ 
вает в зоне ионизации заметное уменьшение, сравнимое или даже превышаю¬ 
щее само значение (SL/L^. 

Сильное уменьшение (5L,/L r ) 0 в направлении от центра во внутренних ча¬ 
стях зоны ионизации вследствие уменьшения Г 3 — 1 ясно показывает [по 



ПУЛЬСАЦИОННАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ РЕАЛЬНЫХ ЗВЕЗД 


133 


крайней мере, если (6L/L r ) a = 6L/L^, что в этой области в момент макси¬ 
мального сжатия звезды имеет место поглощение энергии. Следовательно, 
данная область представляет собой область возбуждения (гл. 9). 

С физической точки зрения малые значения (bL/L} a в области малых 
Г 3 — 1 отчасти являются прямым следствием более слабых изменений тем¬ 
пературы в этой области (т.е. меньших значений ЪТ/Т). Причина здесь в том, 
что для заданной непрозрачности х светимость L r ос Т 4 . Следовательно, при 
сжатии поток излучения в рассматриваемой области возрастает меньше, чем 
в других частях звезды. Таким образом, в области, где Г 3 — 1 убывает, поток 
излучения в момент наибольшего сжатия задерживается и поглощается ве¬ 
ществом. Это поглощение энергии увеличивает темп локального возрастания 
температуры и приводит к тому, что во время последующего расширения 
температура, а следовательно, и давление оказываются несколько выше, чем 
в случае адиабатического движения. Как показано в разд. 9.1, именно избы¬ 
ток давления в фазе расширения обеспечивает преобразование некоторого ко¬ 
личества поглощенного при сжатии тепла в механическую работу и тем са¬ 
мым в энергию пульсаций. Прямое влияние изменений температуры на изме¬ 
нения светимости получило название «7-механизма» [143]. 

Если закон непрозрачности имеет вид х ос р п Т~\п и 5 > 0), то ясно, что 
малые значения 6 Т/Т в тех областях, где значения Г 3 — 1 малы, могут приво¬ 
дить к возрастанию х при сжатии, тогда как обычно х при сжатии уменьша¬ 
ется (см. выше). Локальный рост х при сжатии усиливает задержку потока 
излучения в области, где Г 3 — 1 убывает в направлении от центра, и еще бо¬ 
лее способствует раскачке пульсаций в данной области. Это прямое воздейст¬ 
вие изменений непрозрачности на изменения светимости Бейкер и Киппенхан 
[36] назвали «^-механизмом». 

Отметим, что если 5 велико и отрицательно (а это, по-видимому, имеет 
место в зоне ионизации водорода), то поглощение излучения, а следователь¬ 
но, и возбуждение пульсаций могут происходить даже в том случае, когда Г 3 
близко к своему обычному значению 5/3. Как показал Стеллингверф [549, 
550] в своих расчетах пульсационной устойчивости моделей звезд типа 6 Щита 
и /3 Цефея, иногда этот факт оказывается важным. В частности, при темпера¬ 
туре около 1,5 ■ 10 5 К, при которой энергия фотонов в максимуме спектраль¬ 
ного распределения энергии излучения близка к потенциалу второй иониза¬ 
ции гелия (54,4 эВ), отмечается некоторое увеличение непрозрачности. Вбли¬ 
зи этой температуры показатель s имеет более низкую абсолютную величину 
чем обычно, что и создает раскачивающий эффект. Стеллингверф назвал 
этот эффект «механизмом скачка непрозрачности». 

Вернемся теперь к рассмотрению зоны ионизации элемента с высоким со¬ 
держанием во внешних слоях. Зоны ионизации в звездах, как правило, до¬ 
вольно тонкие (по крайней мере, судя по изменениям равновесной температу¬ 
ры Т), и Г 3 — 1 быстро возрастает наружу во внешних частях такой зоны, где 
степень ионизации очень мала. (Минимум Г 3 - 1 имеет место при темпера¬ 
туре, соответствующей 50%-ной ионизации элемента.) 

Аргументы, подобные изложенным выше, приводят к заключению, что 
величина (6L/L} a должна быстро возрастать наружу во внешних слоях зоны 
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ионизации (после столь же быстрого ее уменьшения во внутренних слоях), по¬ 
этому ее значения непосредственно выше и ниже этой зоны не очень сильно 
различаются между собой. Следовательно, если бы выполнялось соотноше¬ 
ние bL/L r « (SL/L r ) a , то можно было бы ожидать, что сильное затухание 
во внешних частях зоны ионизации будет в значительной степени компенси¬ 
ровать сильное возбуждение во внутренних частях,и поэтому результирую¬ 
щее влияние зоны ионизации на устойчивость звезды будет малым или даже 
пренебрежимо малым. Однако из-за неадиабатических эффектов bL r /L r и 
(&L/L r ) a могут весьма сильно различаться между собой в слоях, лежащих до¬ 
статочно далеко от центра звезды. Именно отсутствие равенства этих двух 
величин (неадиабатический эффект) создает в звездах условия для возникнове¬ 
ния пульсационной неустойчивости под действием механизмов, связанных с 
ионизацией вещества в оболочке. 

Проше всего эти важные неадиабатичесие эффекты можно рассмотреть на 
примере переходной области, отделяющей квазиадиабитические недра от не¬ 
адиабатических внешних слоев. В квазиадиабатических недрах справедливо 
квазиадиабатическое приближение, характеризуемое, например, соотноше¬ 
нием 5Т/Т = (Г 3 - 1 )6р/р, и там выполняется приближенное равенство 
&L/L r * ( 8L/L r ) a . С другой стороны, в неадиабатической внешней области 
вариации светимости фактически неизменны в пространстве, т.е. 
( 5L/L r ) sp = const (гл. 9), и практически никак не связаны с квазиадиабатиче- 
скими изменениями светимости. (Следует, однако, отметить, что величина 
(5L/L r ) s р не строго постоянна в слоях выше переходной области, поскольку 
она может испытывать некоторое изменение в расположенной над этой об¬ 
ластью зоне ионизации водорода; см. гл. 11.) Рассмотрение переходной обла¬ 
сти как отдельного слоя нулевой толщины является до некоторой степени 
чрезмерным упрощением, в действительности переходная область довольно 
протяженная. 

С помощью уравнения энергии можно показать (см., например, [146, Ch. 
27]), что положение переходной области в звездной оболочке определяется по 
порядку величины приближенным соотношением 

(с у Т тк НЬт)тіі /ш ~ (10.2) 

где L — равновесная светимость звезды, а П — период пульсаций в рассмат¬ 
риваемой моде. Числитель приближенно равен полной внутренней энергии 
слоев, лежащих над переходной областью и имеющих массу (Д/п) тк ■ М - 
— m TR . Здесь Т и с ѵ — соответственно локальные значения температуры и 
теплоемости на единицу массы при постоянном объеме в равновесной моде¬ 
ли. Таким образом, переходная область определяет тот уравень, выше кото¬ 
рого полная внутренняя энергия вещества по порядку величины равна полной 
энергии, излученной звездой в течение периода пульсаций. Отметим, чтс 
определение переходной области не преполагает никаких конкретных меха¬ 
низмов переноса энергии. 

Для заданной равновесной модели звездной оболочки можно рассчитать 
зависимость (Am) TR или r TR (равновесной температуры в переходной обла¬ 
сти) от основных параметров звезды (такой расчет для упрощенной модели 
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оболочки представлен в ([146, Ch. 27]), из этих расчетов становятся очевид¬ 
ными два обстоятельства: 

1. Положение переходной области в оболочке довольно сильно зависит от 
равновесного радиуса R и лишь слабо зависит от других параметров звезды, 
таких, как масса М и светимость L. Можно показать, что для лучистых моде¬ 
лей оболочек с одинаковыми светимостью L, массой М, химическим соста¬ 
вом и для заданной моды пульсаций 7"tr “ R /J > a (Am) TR a R\ Следова¬ 
тельно, температура 7" TR относительно велика в звездах с малым радиусом R 
и убывает при увеличении R. Другими словами, при увеличении радиуса пере¬ 
ходная область перемещается по массовой координате наружу (см. ниже). 

2. Оказывается, что для звезд в полосе неустойчивости на диаграмме 
Герцшпрунга — Рессела (рис. 3.1, на котором эта полоса изображена в виде 
узкой овальной области) T TR * 4 • ІО 4 К, т.е. очень близка к температуре в 
зоне второй ионизации гелия. Это приближенное равенство двух температур 
наводит на мысль, что полоса неустойчивости соответствует приближенно¬ 
му совпадению переходной области и зоны второй ионизации гелия в звезд¬ 
ной оболочке. Как показывают последующие рассуждения, такое совпадание 
является следствием взаимодействия неадиабатических эффектов с зонами 
ионизации. 

Основные эффекты неадиабатичности во внешних слоях звезд состоят в 
нарушении приближенного равенства между действительными и квазиадиа- 
батическими изменениями светимости bL/L r и (bL/L^ во внешних по отно¬ 
шению к переходной зоне областях. В этих областях изменения плотности и 
температуры подстраиваются друг к другу таким образом, что величина 
bL/L r остается приблизительно постоянной в пространстве. Поскольку сте¬ 
пень ионизации сильно зависит от температуры, в зонах ионизации водорода 
и второй ионизации гелия температуры приблизительно постоянны и почти 
не зависят от основных параметров звезды. Поэтому можно рассмотреть 
звезду с заданными массой А/, светимостью L и химическим составом, считая 
при этом равновесный радиус R свободным параметром. Такой подход по¬ 
зволяет приблизительно воспроизвести теоретическую эволюцию некоторых 
реальных звезд, когда они пересекают полосу неустойчивости. 

Если радиус R настолько мал, что обе зоны ионизации лежат выше пере¬ 
ходной области, то пространственные вариации светимости фактически неиз¬ 
менны, и поэтому величина bL/L r (вещественная часть величины (SL/L r ) s J 
здесь приблизительно постоянна, несмотря на заметное уменьшение (bL/Lj a 
в этой области. Таким образом, bL r /L r положительна и монотонно возраста¬ 
ет наружу до тех пор, пока не достигается переходная область, а выше ее 
остается по существу постоянной. Поэтому в оболочке происходит только 
затухание, и звезда устойчива. 

Рассмотрим теперь случай несколько большего радиуса Л. Поскольку тем¬ 
пература Гуд с увеличением R уменьшается, а температуры в зонах иониза¬ 
ции приблизительно постоянны, существует критическое значение радиуса 
Л сгі ,, при котором зона второй ионизации гелия (т.е. более глубокая из двух 
зон) приблизительно совпадает с переходной областью. В таком случае зона 
ионизации, по сути дела, разделяется на две части: квазиадиабатическую 
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внутреннюю часть и неадиабатические внешние слои. Внутренняя часть зоны 
ионизации лежит по существу в квазиадиабатических недрах, где 
bL f /L r * (6L/L} a и где уменьшение Г 3 -* 1 наружу приводит к сильному 
уменьшению в этом же направлении (5 L/L r ) a , а потому и 6L/L r . Внешние ча¬ 
сти зоны ионизации, напротив, лежат по существу в неадиабатической обла¬ 
сти, где bL/L r мало и имеет всюду такое же значение как вблизи середины 
этой зоны. Следовательно, благодаря неадиабатическим эффектам сильного 
затухания во внешних частях зоны второй ионизации гелия теперь не проис¬ 
ходит. Зона же ионизации водорода по-прежнему лежит в неадиабатической 
внешней области и поэтому оказывает лишь слабое влияние. Итак, сильное 
возбуждение, обусловленное тем, что во внутренних частях зоны второй ио¬ 
низации гелия bL/L r быстро убывает наружу, теперь оказывается эффектив¬ 
ным, и поэтому звезда может быть неустойчивой. Быстрый рост Ьр/р нару¬ 
жу еще больше способствует возбуждению пульсаций в зоне второй иониза¬ 
ции гелия и выше нее по сравнению с затуханием в более глубоких областях 
[см., например, уравнение (10.1)]. Следовательно, этот рост Ьр/р наружу, 
обычно оказывающий сильное стабилизирующее влияние, теперь усиливает 
неустойчивость. Таким образом, если бы имелась только зона второй иони¬ 
зации гелия, то случай R = /? crit соответствовал бы максимальной неустой¬ 
чивости при заданных светимости L, массе М и химическом составе. Низко¬ 
температурная граница области неустойчивости, соответстующая R > 
будет рассмотрена ниже. 

Детальные расчеты подтверждают (см., например, [36]), что в случае 
R = R crk возбуждение во внешних областях оболочки действительно может 
превысить затухание в недрах,и поэтому звезда может стать неустойчивой. 

Представленнные соображения позволяют объяснить уже упоминавшийся 
факт, что для звезд, лежащих в полосе неустойчивости на рис. 3.1, темпера¬ 
тура Т тк в переходной области близка к температуре в зоне второй иониза¬ 
ции гелия (4 • ІО 4 К). Условие, что переходная область и зона второй иониза¬ 
ции гелия приблизительно совпадают, может дать приближенное необходи¬ 
мое условие неустойчивости, обусловленной рассматриваемыми здесь меха¬ 
низмами (разд. 10.3). 

Из наблюдений следует, что полоса неустойчивости цефеид довольно ре¬ 
зко ограничена со стороны низких температур. При фиксированной средней 
светимости ширина полосы составляет М&Т е * 0,05 — 0,08 (здесь 
Т е — эффективная температура), что соответствует АТ е * 600 — 1100 К. К 
сожалению, рассматриваемые механизмы, связанные с ионизацией вещества 
в оболочке, которые могут объяснить высокотемпературную границу обла¬ 
сти неустойчивости, не способны на основе одного только лучистого перено¬ 
са объяснить восстановление устойчивости при низких температурах. И 
действительно, детальные расчеты, как линейные, так и нелинейные (см., на¬ 
пример, [300]), показывают, что при постоянной средней светимости неу¬ 
стойчивость в основной моде с понижением Т е продолжает усиливаться. 

Такое нарастание неустойчивости в основной моде при увеличении радиуса 
R в значительной мере связано, вероятно, с зоной ионизации водорода, кото¬ 
рая потенциально является областью очень сильного возбуждения (см. выше) 



ПУЛЬСАЦИОННАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ РЕАЛЬНЫХ ЗВЕЗД 137 

и при возрастании радиуса R перемещается в звезде в направлении сближения 
с переходной областью. 

Однако хорошо известно, что современные теории конвекции предсказы¬ 
вают возникновение эффективного конвективного переноса энергии во внеш¬ 
них слоях звезд с Т е , которые несколько ниже температур на «голубой» (т.е. 
высокотемпературной) границе области неустойчивости. Поэтому, как впер¬ 
вые предположили Бейкер и Киппенхан [37], представляется почти несомнен¬ 
ным, что именно эффективный конвективный перенос приводит к восстанов¬ 
лению устойчивости при низких эффективных температурах и тем самым 
определяет положение «красной» (т.е. низкотемпературной) границы полосы 
неустойчивости цефеид. Однако из-за отсутствия надежной теории неустано¬ 
вившейся конвекции (разд. 4.3 и 19.3) точные механизмы этого предполагае¬ 
мого стабилизирующего воздействия еще очень плохо поняты. 

К настоящему времени, вероятно, наиболее целенаправленные попытки 
для решения этой проблемы предпринял Дюпри [173 — 182]. Его исследова¬ 
ния довольно подробно описываются в разд. 19.3, где с физической точки зре¬ 
ния обсуждается, каким образом конвекция может подавлять неустойчивость 
на «красной» границе полосы неустойчивости. Бейкеру и Гафу в их теорети¬ 
ческой работе [34] также удалось определить положение «красной» границы 
полосы неустойчивости цефеид. 

10.2. Краткий исторический очерк 

Первым, кто внимательно исследовал проблему поддержания пульсаций и 
связанные с ней вопросы диссипации пульсационной энергии, был, по- 
видимому, Эддингтон [197]. Он получил выражение для полной диссипации 
пульсационной энергии в случае малых радиальных колебаний; это выраже¬ 
ние и его вывод были приведены в разд. 9.4. Эддингтон использовал данное 
выражение для определения характерного времени т й затухания пульсаций в 
модели 8 Цефея. Предполагая, что равновесная модель может быть пред¬ 
ставлена политропой с показателем п = 3 (стандартная модель 
Эддингтона), он получил r rf = 8000 лет. Поскольку это значение невелико по 
сравнению с характерным временем эволюции, вероятность наблюдения 
пульсаций такой звезды пренебрежимо мала. Последующие расчеты, осно¬ 
ванные на более реалистичных моделях, показали, что r d еще в тысячу с лиш¬ 
ним раз меньше оценки, полученной Эддингтоном. Эти результаты подчерк¬ 
нули необходимость нахождения сильного и активного дестабилизирующего 
механизма поддержания пульсаций. 

Эддингтон, несомненно, полагал, что основную роль в возбуждении пуль¬ 
саций цефеид играют термоядерные реакции вблизи центра звезды. Однако 
он рассмотрел и другой возможный механизм возбуждения пульсаций, не 
связанный непосредственно с ядерными реакциями. Как мы видели выше в 
настоящей главе, принцип работы этого механизма служит основой совре¬ 
менных представлений о причинах большинства звездных пульсаций. Эд¬ 
дингтон называл этот механизм разновидностью клапанного механизма; его 
действие основано на модуляции потока тепла при прохождении слоев звезд- 
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ного вещества (см. выше). Эддингтон сравнивал свой клапанный механизм с 
термодинамической тепловой машиной, хотя, быть может, и довольно 
необычного по земным стандартам вида. Этот механизм обеспечивал желае¬ 
мый эффект посредством изменения оттока тепла, тогда как в двигателе 
внутреннего сгорания изменяется поступление тепла. Если бы, например, в 
элементе вещества при сжатии отток тепла уменьшался, а при расширении 
увеличивался, то этот элемент способствовал бы возбуждению пульсаций 
(разд. 9.1). 

В своих последних работах о причине неустойчивости пульсирующих звезд 
Эддингтон [199, 200] высказал предположение, что клапанный механизм дей¬ 
ствует в зоне ионизации водорода во внешних слоях звезд. По-видимому, он 
все еще полагал, что основной возбуждающий эффект обусловлен ядерными 
реакциями вблизи звездного центра, а клапанный механизм служит лишь для 
уменьшения диссипации энергии во внешних областях до такой степени, что¬ 
бы возбуждение под действием ядерных реакций преобладало над диссипаци¬ 
ей и тем самым обеспечивало неустойчивость звезды. 

Следующим важным шагом явилось выполненное Эпстейном [204] иссле¬ 
дование решений линейного адиабатического волнового уравнения для моде¬ 
лей с сильной концентрацией вещества к центру (разд. 8.13). Амплитуды 
пульсаций в центральных областях таких моделей оказались приблизительно 
в 10 6 раз меньше, чем на поверхности. Основываясь на решениях Эпстейна, 
Кокс [128] провел затем детальный квазиадиабатический анализ устойчиво¬ 
сти одной из этих моделей и нашел, что затухание вследствие излучения на 
много порядков превышает возбуждение, вызываемое ядерными реакциями. 
В результате был сделан общий вывод, что во внутренней области звезды, 
охватывающей около 0,85 звездного радиуса, не может быть никаких эффек¬ 
тивных или важных источников неустойчивости, и поэтому механизм воз¬ 
буждения пульсаций независимо от его природы должен находиться выше 
этой области. Подобные выводы были получены и в работах [343, 448]. 

Эти результаты заставили исследователей, пытавшихся определить поло¬ 
жение источника неустойчивости в звезде, обратиться к внешним неадиаба¬ 
тическим областям (см., например, [129]). Почти одновременно с описанны¬ 
ми исследованиями Жевакин [636 — 638] высказал предположение, что под¬ 
ходящим местом для работы клапанного механизма, рассмотренного Эд¬ 
дингтоном, может быть область второй ионизации гелия (Не + Не ++ ). 
Аналогичное предположение было сделано Коксом и Уитни [153]. В свете ре¬ 
зультатов, описанных в предыдущем разделе, возникновение неустойчивости 
обычно должно быть не частично, а целиком обусловлено действием клапан¬ 
ного механизма. Эффективность зоны второй ионизации гелия как механизма 
возбуждения пульсаций впервые была убедительно продемонстрирована с 
помощью линейных неадиабатических расчетов [36,131]. С тех пор были про¬ 
ведены многочисленные детальные расчеты, как линейные, так и нелинейные 
(конкретные ссылки можно найти, например, в обзоре [133]), которые под¬ 
твердили эти выводы и почти не оставили сомнений в том, что зона второй 
ионизации гелия служит основным источником неустойчивости большинства 
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типов пульсирующих звезд, лежащих в полосе неустойчивости на диаграмме 
Герцшпрунга — Рессела (рис. 3.1). 

Кристи [90] высказал предположение, подтвержденное затем Бейкером и 
Киппенханом [37J, что в некоторых случаях важную роль в возбуждении 
пульсаций может играть ионизация водорода. Хотя последующие расчеты 
(ссылки см., например, в [133]) качественно подтвердили правильность тако¬ 
го предположения, тем не менее они показали, что для упомянутых типов 
пульсирующих звезд зона второй ионизации гелия остается главным источ¬ 
ником возбуждения. (Однако ионизация водорода может служить основным 
дестабилизирующим фактором во многих красных переменных, см., напри¬ 
мер, [133, 296, 297, 324], а также работу [274], посвященную переменным типа 
Миры Кита.) 

В статье Кинга и Кокса [299] можно найти дополнительную информацию 
о поисках дестабилизирующего механизма. 

10.3. Необходимое условие возникновения 
неустойчивости и некоторые следствия 

В настоящем разделе мы используем качественные соображения, приведен¬ 
ные в этой главе, для вывода по порядку величины необходимого условия 
пульсационной неустойчивости под действием ионизационных механизмов 
рассмотренного вида. Несмотря на то что это необходимое условие очень 
приближенное, оно все же полезно для общего понимания, а также позволяет 
исходя из простых рассуждений выявить ряд качественных особенностей,ка¬ 
сающихся по крайней мере высокотемпературной границы области неустой¬ 
чивости (рис. 3.1). Получаемые выводы подтверждаются детальными расче¬ 
тами (см., например, [133]). Но, ограничиваясь анализом необходимого усло¬ 
вия, нам вовсе не обязательно рассматривать только основную моду колеба¬ 
ний. Некоторые идеи, лежащие в основе вывода необходимого условия, были 
использованы при изучении различных типов звезд [147, 152]. 

В разд. 10.1 было показано, что возникновение неустойчивости на высоко¬ 
температурной границе области неустойчивости обусловлено перемещением 
переходной области в зону второй ионизации гелия, происходящим, когда 
при постоянных массе М и светимости L увеличивается равновесный радиус 
R, т.е. уменьшается средняя эффективная температура Т е . Хотя зона иониза¬ 
ции водорода, как отмечено выше, также способствует возбуждению пульса¬ 
ций, основной вклад в этот процесс вносит обычно зона второй ионизации ге¬ 
лия. Этот результат частично объясняет малую ширину полосы неустойчиво¬ 
сти на диаграмме Герцшпрунга — Рессела (рис. 3.1), поскольку на низкотем¬ 
пературной границе неустойчивость подавляется (вероятно, из-за конвекции), 
прежде чем зона ионизации водорода станет доминирующим источником 
возбуждения. Следовательно, для простоты можно рассматривать только 
зону второй ионизации гелия, и мы часто будем называть ее «главной облас¬ 
тью возбуждения». Таким образом, при выводе необходимого условия не¬ 
устойчивости мы можем исходить из приближенного совпадения переходной 
области с зоной второй ионизации гелия в звездной оболочке (разд. 10.1). 
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Обозначая звездочкой величины в средней части этой зоны, имеем 
7 " tr — Т* ~ 4 ■ ІО 4 К и (Д/я) тк - Д/и*, где Д/и* — масса, лежащая над зо¬ 
ной второй ионизации гелия. А тогда необходимое условие неустойчивости 
определяется соотношением (10.2), в котором сделаны соответствующие за- 
мень,: <с и Г*>Дт*/ТП - 1. (10.3) 

Легко показать, что величина Д/и* сильно возрастает с увеличением R и го¬ 
раздо менее чувствительна к другим звездным параметрам, таким, как LuM. 
Отсюда следует, что Д/и* сильно возрастает с уменьшением Т е . Поэтому в 
соответствии с выражением (10.3) области неустойчивости рассматриваемо¬ 
го вида будут иметь резкие границы со стороны высоких температур. Кроме 
того, из-за сильной зависимости левой части соотношения (10.3) от Т е эти 
высокотемпературные, или «голубые», границы будут на диаграмме 
Герцшпрунга — Рессела почти вертикальными, что и наблюдается. 

Необходимое условие неустойчивости (10.3) можно представить и в дру¬ 
гом виде. Делая простые предположения о строении оболочки, которая счи¬ 
тается лучистой, используя соотношение период — средняя плотность и про¬ 
изводя некоторые преобразования, можно показать [130], что вдоль голубой 
границы области неустойчивости выполняется следующее соотношение: 

L ос Q~ w YyZ- z M l T~ x , (10.4) 

где Q — пульсационная постоянная для рассматриваемой моды (разд. 8.6), 
Y — доля гелия по массе, a Z — доля по массе более тяжелых элементов. Все 
показатели w, у, z, I их обычно положительны^ их значения определяются 
строением оболочки, зависимостью непрозрачности от температуры и плот¬ 
ности, а также другими факторами. Простая модель оболочки может дать 
приближенные значения показателей, но лучше определить их на основе де¬ 
тальных расчетов пульсаций. Здесь мы отметим только, что х довольно вели¬ 
ко (* 10 — 20), а это подтверждает наши общие предположения о том, что 
голубая граница полосы неустойчивости на диаграмме 
Герцшпрунга — Рессела должна быть почти вертикальной. 

Детальные расчеты пульсаций, как линейные, так и нелинейные (ссылки 
см., например, в [133]), подтверждают справедливость соотношения вида 
(10.4), по крайней мере вдоль ограниченных участков голубых границ, а так¬ 
же дают численные значения различных показателей. Типичные их значения 
таковы: 

лг * 10—20, /*0,5-1, 

г * (0,002 - 0,05) дг, у * (0,05 - 0,2) jc, ж * (0,1 - 0,15 )jc. (10.5) 

Выражение (10.4) находит ряд непосредственных применений. Например, оно 
включает известное соотношение период — светимость для классических це¬ 
феид (разд. 3.1). Если выразить Т е через L и R, a R в свою очередь с помощью 
соотношения период — средняя плотность выразить через П, М и Q, то для 
данного химического состава и данной моды пульсаций соотношение (10.4) 
дает связь между L , М и П. А последующее использование соотношения 
масса — светимость L = L(M) приводит к зависимости L = /.(П), которая 
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схематично и представляет собой соотношение период — светимость. Ти¬ 
пичные значения показателей (10.5) дают приблизительно правильный на¬ 
клон этой зависимости (см. также [130]). Таким образом, как светимость, так 
и период с перемещением вверх вдоль полосы неустойчивости возрастают, 
поскольку обе величины зависят главным образом от радиуса звезды, кото¬ 
рый в данном случае также увеличивается. Поэтому вполне понятно, что для 
пульсирующих звезд в полосе неустойчивости должно существовать соотно¬ 
шение между периодом и светимостью. 

Вследствие конечной ширины полосы неустойчивости и по ряду других 
причин соотношение период — светимость имеет разброс, достигающий 
- \ т при заданном периоде. 

Кроме того, выражение (10.4) оказывается полезным для качественной 
оценки влияния различных факторов на голубые границы полосы неустойчи¬ 
вости. Например, при фиксированной светимости L увеличение У сдвигает 
голубую границу в сторону более высоких значений T g , а увеличение Z — в 
сторону более низких T g , однако зависимость от Z обычно довольно слабая. 
В тех областях, где применимо соотношение (10.4), при переходе от низших 
гармоник к высшим (т.е. от более высоких значений Q к более низким) соот¬ 
ветствующие голубые границы должны лежать при все больших Т е . Так, со¬ 
гласно (10.4), голубая граница для первой гармоники должна лежать при бо¬ 
лее высоких Т е , чем для основной моды. Это предсказание не всегда выполня¬ 
ется (см., например, [582]), поскольку соотношение (10.4) лишь необходимое, 
но не достаточное условие неустойчивости (см., например, [140]). 

Зависимость положения голубых границ от У и Z связана главным обра¬ 
зом с непрозрачностью. Например, увеличение У означает уменьшение со¬ 
держания водорода X, а водород служит обычно основным источником не¬ 
прозрачности. Поэтому вещество оболочки становится более прозрачным и 
температура, характерная для зоны второй ионизации гелия (-4 • К^К), до¬ 
стигается при большем давлении, т.е. при большей массе Д/и* над этой зо¬ 
ной. Следовательно, чтобы левая часть (10.3) оставалась близкой к единице, 
необходимо увеличить Т е . Аналогичные рассуждения объясняют и зависи¬ 
мость от Z. Зависимость положения голубых границ от пульсационной по¬ 
стоянной Q обусловлена в основном чувствительностью выражения (10.3) к 
значению периода П: чем меньше период (более высокая гармоника), тем 
меньше Д/и*, а это в свою очередь дает более высокое значение T g . 

Представленная в (10.4) зависимость голубых границ неустойчивости от 
массы объясняется более сложным образом, чем зависимость от других па¬ 
раметров, но и ее можно понять на основе необходимого условия (10.3). Со¬ 
ответствующее доказательство, слишком громоздкое, чтобы приводить его 
здесь, можно найти в работе Кокса и Кинга [150]. 

Следует предупредить, что рассуждения, касающиеся выводов из необхо¬ 
димого условия неустойчивости, являются несколько упрощенными. Воз¬ 
можно, что такие усложняющие факторы, как кривизна оболочки (см., на¬ 
пример, [131]), влияние конвекции на ее строение (например, [146, §27.7Ь]) и 
т.д., в ряде случаев изменяют некоторые заключения, сделанные непосредст¬ 
венно на основе соотношения (10.3). 
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В работе [125] было показано, что если звезда имеет слишком низкое со¬ 
держание гелия, скажем меньше 20% по массе, то она не будет пульсировать 
в полосе неустойчивости. 


ГЛАВА 11 

ФАЗОВОЕ ЗАПАЗДЫВАНИЕ 

В этой главе мы рассмотрим хорошо известную проблему фазового запазды¬ 
вания для классических цефеид и звезд TnnaRR Лиры (разд. 3.1). Согласно 
обычной интерпретации результатов наблюдений, при пульсациях этих звезд 
светимость достигает максимума не в момент минимального радиуса, как 
можно было бы ожидать на основе применения теории адиабатических коле¬ 
баний, а примерно через четверть периода после этого момента, т.е. прибли¬ 
зительно тогда, когда звезда быстрее всего расширяется. Такое отставание 
по времени и представляет собой «фазовое запаздывание». 

Происхождение фазового запаздывания удалось довольно хорошо понять 
в последние годы: об этом более подробно будет рассказано в разд. 11.1. 
Разд. 11.2 посвящен в основном качественному рассмотрению теории, а разд. 
11.3 — описанию некоторых количественных деталей. Наконец, в разд. 11.4 
проводится сравнение с детальными расчетами и приведено несколько допо¬ 
лнительных замечаний. 

Если не оговорено особо, то мы будем использовать здесь основные пред¬ 
положения, принятые в этой части книги (см., например, начало гл. 10). 

11.1. Наблюдения и краткая история 

Основной наблюдательный материал получают путем сопоставления кривых 
блеска и кривых лучевых скоростей пульсирующих звезд рассматриваемых 
типов. На рис. 3.2 уже были приведены такие кривые для 5 
Цефея — типичной классической цефеиды. Эти кривые наглядно демонстри¬ 
руют фазовое запаздывание в указанном выше смысле. 

Проблема фазового запаздывания привлекала внимание астрономов со 
времени первых тщательных наблюдений цефеид, т.е. примерно с 1915 г., и 
до недавнего времени стивила астрономов в тупик. Такие ученые, как Эддинг¬ 
тон, Росселанд, М.Шварцшильд и Милн,неоднократно пытались объяснить 
это явление (эти работы хорошо описаны в книге Росселанда [465]). Однако 
еще 10—15 лет назад все попытки оказывались безуспешными. 

Линеаризованные расчеты в предположении лучистого переноса дают в 
зоне второй ионизации гелия фазовое запаздывание около 30 — 45°, обуслов¬ 
ленное поглощением тепла в этой области при сжатии (качественное рас¬ 
смотрение см. в разд. 9.1). Однако в ранних линеаризованных расчетах Кокса 
[131], в которых совершенно не учитывалась зона ионизации водорода, такое 
фазовое запаздывание сильно уменьшалось в области между зоной второй 
ионизации гелия и поверхностью звезды, поэтому на поверхности расчетное 
фазовое запаздывание светимости оказывалось очень малым, составляя 
лишь несколько градусов. С другой стороны, в линеаризованных расчетах 
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Бейкера и Киппенхана [37], где детально рассматривались как зона второй ио¬ 
низации гелия, так и зона ионизации водорода, фазовое запаздывание полу¬ 
чилось равным около 180°. Поскольку линеаризованные расчеты не давали 
правильного значения фазового запаздывания, исследователи пульсаций при¬ 
шли к общему заключению, что этот эффект должен быть нелинейным. 

Первое успешное вычисление фазового запаздывания было выполнено 
Кристи [91] при нелинейных расчетах звездных пульсаций на ЭВМ (гл. 12). 
Впоследствии правильное значение фазового запаздывания независимо полу¬ 
чили Кастор [64] и Кокс и др. [145], применив до некоторой степени аналогич¬ 
ные методы. Однако эти нелинейные расчеты не раскрыли физической причи¬ 
ны явления. Кроме того, поскольку все расчеты были нелинейными, их успех 
еще более укрепил господствовавшее мнение, что фазовое запаздывание до¬ 
лжно быть нелинейным эффектом. (Однако в одной серии нелинейных расче¬ 
тов на ЭВМ Кокса и др. [145] было установлено, что величина фазового за¬ 
паздывания сохраняется вплоть до наименьших изученных амплитуд, соот¬ 
ветствовавших полуамплитуде относительных изменений радиуса I SR/R I ~ 
~ КГ 4 . Этот результат порождал некоторое сомнение относительно пред¬ 
полагаемой нелинейности эффекта, но в то время он не был проанализирован 
до конца.) 

В 1968 г. Кастор [66] предложил простое физическое объяснение природы 
фазового запаздывания, по крайней мере для переменных типа RR Лиры, а 
возможно и для классических цефеид. Позже он подробно обосновал [68] 
предположения, которые лежат в основе такого представления. Согласно его 
теории, фазовое запаздывание — это в основном линейное явление (т.е. в 
точной линейной теории оно должно иметь место), хотя и подверженное зна¬ 
чительному влиянию нелинейных эффектов. Детальные линеаризованные 
расчеты (конкретные ссылки см. в [133]) полностью подтвердили теорию Ка¬ 
стора. В разд. 11.4 мы более подробно проанализируем, почему линеаризо¬ 
ванные расчеты Кокса [131] и Бейкера и Киппенхана [36, 37] не смогли дать 
правильное значение фазового запаздывания. 

Оставшаяся часть данной главы будет посвящена в основном рассмотре¬ 
нию теории Кастора. (В работе [299] представлено главным образом ее ка¬ 
чественное изложение.) 

11.2. Качественное рассмотрение 
наиболее общепринятой теории 

Сущность упрошенной теории Кастора [66] заключается в том, что фазовое 
запаздывание в основном обусловлено перемещением при пульсациях звезды 
очень тонкой зоны ионизации водорода вглубь и наружу по звездному веще¬ 
ству. Оказывается, что для классических цефеид и переменных типа RR Лиры 
приблизительно в тот момент, когда радиус звезды становится минималь¬ 
ным, в зону ионизации водорода поступает снизу наибольшее количество 
энергии [на уровне этой зоны почти исчезает фазовое запаздывание, 
обусловленное зоной второй ионизации гелия; см. замечания после уравнения 
(11.9)]. Сильное возрастание потока энергии в основании зоны ионизации во- 
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дорода приводит к тому, что в ней очень быстро поглощается энергия. По¬ 
глощенная энергия ионизует водород во внутренних частях этой зоны, что 
приводит к еще большему перемещению зоны частичной ионизации наружу. 
Общий результат состоит в том, что приблизительно тогда, когда радиус 
звезды становится минимальным, зона ионизации водорода быстрее всего 
перемещается по звездному веществу наружу. Таким образом, в случае приб¬ 
лизительно синусоидальных пульсаций эта зона окажется ближе всего (по 
массе) к поверхности примерно через четверть периода после момента дости¬ 
жения минимального радиуса. Далее, легко показать (разд. 11.3), что при лу¬ 
чистом переносе светимость звезды, в частности, обратно пропорциональна 
некоторой степени массы, лежащей над зоной ионизации водорода. Посколь¬ 
ку эта масса будет наименьшей примерно через четверть периода после мини¬ 
мума звездного радиуса, приблизительно в этот момент светимость звезды 
будет наибольшей. 

Важным, если не основным элементом теории Кастора является исключи¬ 
тельно малая толщина зоны ионизации водорода в условиях лучистого рав¬ 
новесия. Это обусловлено тем, что для звезд, к которым применима рассмат¬ 
риваемая теория, скажем, для звезд с эффективной температурой Т е s 7 х 
х ІО 3 — 8 • ІО 3 К, непрозрачность х в зоне ионизации водорода и выше нее 
является сильно возрастающей функцией температуры Т. В случае лучистого 
переноса такая зависимость* от Т приводит к чрезвычайно крутому темпера¬ 
турному градиенту в пределах зоны ионизации водорода и непосредственно 
над ней. Как правило, температура может возрастать примерно от 8000 К не¬ 
посредственно над этой зоной до 15000 К внутри зоны, причем на расстоя¬ 
нии, составляющем лишь = 1/20 локальной высоты однородной атмосферы. 
Таким образом, зона ионизации водорода ведет себя почти как разрыв и 
именно так ее и можно трактовать. Кроме того, масса, лежащая в каждый 
отдельный момент над зоной ионизации водорода, является вполне опреде¬ 
ленной величиной, которая уверенно вычисляется из теории лучистого пере¬ 
носа (разд. 11.3). Резкое возрастание температуры проиллюстрировано в 
[133, Fig. 20]. 

11.3. Дополнительные подробности упрощенной теории 

Следуя Кастору [66], будем рассматривать зону ионизации водорода как не¬ 
который «фронт» или разрыв. Пусть L x — количество энергии, поступаю¬ 
щее в единицу времени в эту зону снизу. Будем считать, что из решения, полу¬ 
ченного для внутренних слоев, мы знаем L, в зависимости от времени t, и для 
простоты предположим, что в течение цикла пульсаций L, имеет максимум 
при минимальном значении звездного радиуса Л. Количество энергии, выхо¬ 
дящее в единицу времени через верхнюю границу зоны ионизации водорода, 
обозначим L 2 . Примем (см. разд. 9.1), что выше этой зоны величина L 2 оста¬ 
ется неизменной в пространстве (но не во времени). Кроме того, будем пред¬ 
полагать, что во всех интересующих нас областях перенос энергии только лу¬ 
чистый. 

Прежде всего мгновенную производную от полного давления Р по массо- 
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вой переменной т с помощью уравнения импульса легко выразить через эф¬ 
фективное ускорение силы тяжести g e , равное сумме обычного ускорения си¬ 
лы тяжести в поверхностных слоях и фактического мгновенного ускорения 
этих слоев при их движении. Строение областей выше зоны ионизации водо¬ 
рода легко определить из теории лучистого переноса. В приближении лучи¬ 
стой теплопроводности эта теория позволяет выразить мгновенную произво¬ 
дную от локальной температуры Т по переменной m через саму температуру 
Г, количество выходящей энергии L 2 (предполагаемое постоянным в соот¬ 
ветствующих областях), радиус г этих областей (принимаемый равным мгно¬ 
венному радиусу звезды R) и непрозрачность х. Исключая из двух указанных 
выражений т, получим дифференциальное уравнение первого порядка для 
дР/дТ, которое легко проинтегрировать, если представить х в виде простой 
функции от Я и Г. Примем для х следующее выражение: 

х = const ■ Я" Г 7 , (11.1) 

где типичные значения показателей степени в зоне ионизации водорода и вы¬ 
ше нее заключены в пределах 1/2 S/isMsas 12. Результат интегриро¬ 
вания показывает, что если а > 4, а температура Т по крайней мере в несколь¬ 
ко раз выше температуры поверхности, то давление Я становится почти по¬ 
стоянным в пространстве и равным давлению Я н в зоне ионизации водорода. 
Такое поведение давления Я является следствием упомянутого очень крутого 
температурного градиента. Если выразить температуру поверхности через 
L 2 и Я, то давление Я н можно представить в виде функции только от g e , R и 
L 2 . 

Я н * constg e 1/(n + 0 Л »/[2(л + V)/ L °/4fi + 1) . (П.2) 

Однако Я н можно получить и посредством интегрирования уравнения им¬ 
пульса для заданного момента времени. Результат такого интегрирования 
дает Я н как функцию от g e , R и Ат, где Ат — полное количество вещества, 
лежащее в данный момент над зоной ионизации водорода. Приравнивая оба 
выражения для Я н и разрешая относительно L 2 , получаем 

L 2 = const/? 20 + W4) /\gf(Am) w % (11.3) 

где 

q = ог/[4(л + 1)], (11.4) 

/3 ■ n/[q(n + 1)]. (11.5) 

Типичными значениями являются q * 1 — 2, /3 * Ѵі — /в. Кроме того, значе¬ 
ние постоянной в уравнении (11.3) зависит от полной массы звезды М, а так¬ 
же от л и а. Выражение (11.3) определяет излучаемое в единицу времени коли¬ 
чество энергии L 2 как функцию R, g e и Ат в соответствии с теорией лучисто¬ 
го переноса. 

В рассматриваемой упрощенной теории нам осталось получить лишь вы¬ 
ражение для скорости перемещения зоны ионизации водорода dm/dt = 
= -d(Am)/dt при пульсациях звезды. 


10-362 





146 


ГЛАВА 11 


В методе Кастора [66] учтена чрезвычайно малая толщина зоны иониза¬ 
ции водорода, что позволяет рассматривать эту зону как фронт или разрыв и 
применять для фронта соотношения типа соотношений Ранкина — Гюгонво. 
(Дальнейшее обсуждение этого подхода представлено в работе Адамса и Ка¬ 
стора [3].) Условия на фронте получают из уравнения неразрывности (4.4) и 
уравнения сохранения тепловой и механической энергии (4.26), записанных в 
консервативной форме. В системе координат, движущейся вместе с фронтом, 
течение предполагается стационарным. Обозначим с помощью символа Д 
скачхи соответствующих величин на фронте (т.е. разность между значениями 
с внешней и внутренней границ фронта, где под внешней границей подразуме¬ 
вается обращенная к поверхности звезда). Если пренебречь силой тяготения и 
предположить отсутствие генерации энергии в термоядерных реакциях, то из 
упомянутых условий на фронте можно получить следующее соотношение: 

(dm/dt)A(h + ѵ г /2) = — AL. (11.6) 

Здесь L — полная локальная светимость, h = Е + Р/р — удельная энтальпия 
звездного вещества, а» - скорость движения фронта относительно вещест¬ 
ва (предполагается, что движение фронта строго радиальное). 

Далее, скачок величины (Л + ѵ 2 /2) на фронте приблизительно равен энер¬ 
гии ионизации водорода на единицу массы, скажем х. если вещество в рас¬ 
сматриваемой области состоит в основном из водорода. Это утверждение 
приближенно подтверждается численными оценками: если ѵ = 10 км/с (ти¬ 
пичное значение), то ѵ 2 /2 * 0,05 ■ 10 13 эрг/г, тогда как для чистого водорода 
X * 1,3 • 10 13 эрг/г, поэтому обычно следует ожидать х ► ѵ 2 /2. Кроме того, 
Ah * АЕ(Е — внутренняя энергия на единицу массы) * х- Таким образом, из 
уравнения (11.6) получаем 

dm/dt * (L, - L^/\, (11.7) 

где индексы 1 и 2 указывают значения соответственно на внутренней и внеш¬ 
ней границах фронта. 

Уравнение (11.7) непосредственно устанавливает, что при L ] > L 2 зона 
ионизации водорода движется по звездному веществу наружу. Когда L, > 
> L 2 , в зоне происходит поглощение энергии, которая расходуется на иониза¬ 
цию водорода, т.е. поглощение энергии заставляет зону ионизации водорода 
перемещаться наружу. 

Уравнения (11.3) и (11.7) являются ключевыми уравнениями упрощенной 
теории Кастора [66]. Если выразить величину Ат из уравнения (11.3) и под¬ 
ставить в (11.7), то получится дифференциальное уравнение первого порядка 
для светимости L 2 с внешней стороны от зоны ионизации водорода. Решение 
этого уравнения дает Ь 2 как функцию времени t, радиуса звезды R, эффектив¬ 
ного ускорения Сйлы тяжести g e и светимости L [ с внутренней стороны зоны 
ионизации. Однако,вместо того чтобы рассматривать общую нелинейную за¬ 
дачу, лучше сразу линеаризовать уравнения (11.3) и (11.7) отчасти для 
упрощения, а отчасти чтобы в явном виде показать, что фазовое запаздыва¬ 
ние действительно определяется в линейной теории. 

Итак, линеаризуем уравнения (11.3) и (11.7) и исключим из полученных 
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уравнений производную dm/dt. Кроме того, заменим величину Д/и на ее зна¬ 
чение в равновесной модели, скажем Д/л 0 , и опустим индекс 0 при равновес¬ 
ных величинах. В результате получим линеаризованное дифференциальное 
уравнение для (8L/L) 2 : 

dtfL/D/dt + (Lf/gxAm^SL/L^ = (L 0 /q X Am 0 )/(8L/L) l + 

+ 2(1 + \/q) d(8R/R)/dt - Wg'/geVdt, (11.8) 

где величины /3 и q определяются выражениями (11.4) и (11.3). 

Предположим теперь, что все пульсационные переменные зависят от вре¬ 
мени по закону exp [iot], где а = 2тг/П предполагается чисто вещественным, а 
П — период пульсаций. В этом случае легко получить соотношение между 
8g e /g e и 8R/R с параметром О 2 , где 0 — обычная безразмерная частота (см., 
например, разд. 8.6). Кроме того, примем, следуя Кастору, что 

(8L/L\ = a(6g e /g e ), (11.9) 

где коэффициент а — чисто вещественный. Это предположение эквивалент¬ 
но пренебрежению малым запаздыванием величины ( 8L/L) X относительно 
минимума радиуса, возникающим в более глубокой зоне второй ионизации 
гелия (разд. 11.1). Для звезд интересующего нас типа характерное значение 
коэффициента а составляет около 1/2 [66]. 

Решение уравнения (11.8) можно записать в следующем виде: 

(8L/L) 2 = - i(8L‘/L) l (Q/q){ 1 + А + ЦѲ /q - A(Q/q)~'])/[\ + (Ѳ/<?) 2 ], (11.10) 
где 

А • (1/а) [(1 + 1/?)/(1 + 0 2 /2) -I- n/q{n + 1)], (11.11) 

ѳ - Vta^o)- О 1 - 12 ) 

Итак, величина Ѳ равна отношению энергии, излученной звездой при ее рав¬ 
новесной светимости L 0 за время П/2іг, к энергии, необходимой для иониза¬ 
ции всего водорода выше зоны его частичной ионизации. 

Из уравнения (11.10) следует, что при Q/q — оо 

(8L/L) 2 - (8L/L\. (11.13) 

Следовательно, фазовое запаздывание величины (5 L/L) 2 относительно 
(5L/L)j, т.е. относительно минимума радиуса, стремится к нулю: мгновенная 
светимость звезды максимальна, когда радиус минимален. Поскольку Ѳ ос 
« (Д/Ио) -1 , описанный случай соответствует слишком малому значению 
А т 0 , т.е. выше зоны ионизации водорода так мало вещества, что даже в са¬ 
мой зоне вариации светимости оказываются неизменными в пространстве. 
Теплосодержание этой зоны и слоев, лежащих над ней, оказывается столь 
малым, что не может приводить к заметному различию между (8L/L) 2 и 
(6L/L)] . Из уравнения (11.3) легко видеть, что при постоянных значениях L 0 и 
М и для типичных значений показателей степени в законе непрозрачности 
справедливо соотношение Д/и 0 сх Т~ 12 т.е. Ѳ ос Г] 2 , где Т е — равновесная эф¬ 
фективная температура звезды. Следовательно, рассмотренный случай соот¬ 
ветствует высоким Т е ; в действительности этот случай реализуется лишь тог- 
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да, когда Т е настолько велико, что звезда на диаграмме 
Герцшпрунга — Рессела по всей вероятности, заметно смещена в сторону 
высоких температур от голубой границы области неустойчивости. 

Рассмотрим теперь случай Ѳ /q — 0. Тогда из уравнения (11.10) 

&(L/L) 2 - A(8L/L) t , (11.14) 

что соответствует фазовому сдвигу (6L/L) 2 относительно (6L/L), на — 180°. 
Значит, максимум светимости £ достигается в момент максимума радиуса Л. 
Этот случай соответствует слишком большому значению Д/л 0 . Зона иониза¬ 
ции водорода расположена теперь так глубоко в звезде, что изменения Д/и в 
течение периода оказываются относительно малыми и ими можно прене¬ 
бречь. В данном случае (8L/L) 2 изменяется в противофазе с (6L/L), и прини¬ 
мает наименьшее значение, когда 8gjg e становится наибольшим. Зависи¬ 
мость (5 L/L) 2 от hg e /g e обусловлена в основном изменениями непрозрачности 
[уравнение (11.3)]. Однако при таком большом значении Д/и 0 эффективная 
температура Т е столь мала, что звезда, вероятно, заметно смещена в сторону 
низких температур от обеих границ полосы неустойчивости, т.е. оказывается 
устойчивой. 

Наконец, рассмотрим промежуточный случай, когда Ѳ /q = А Ѵі . В этом 
случае, согласно уравнению (11.10), имеем 

(&L/L) 2 « - ІА w («£/£)] , (11.15) 

что соответствует запаздыванию (5L/L) 2 по фазе относительно (&£./£), как 
раз на 90°: максимум светимости теперь достигается приблизительно через 
четверть периода после минимума радиуса. Условием такого фазового запаз¬ 
дывания на 90° служит равенство 

e/q = A Vl . (11.16) 

При разумных значениях а = /г и О 2 = 10 и для характерных значений показа¬ 
телей лист величина А 1/2 составляет от ~ 0,91 до - 1,10. Поэтому условие 
(11.16) для фазового запаздывания на 90° можно с достаточной точностью 
записать в виде 

Ѳ /q * 1. (11.17) 

В рассматриваемом случае величина Д/л 0 , как и Т е , принимает промежу¬ 
точные значения; изменения величины Д m в течение периода теперь сущест¬ 
венны, и все же зона ионизации водорода и слои над ней обладают достаточ¬ 
ной теплоемкостью, чтобы эта зона приводила к заметному различию между 
(8L/L) l и (&L/L) 2 . Можно показать, что величина d( — Am)/dt теперь прибли¬ 
зительно совпадает по фазе с (&L/L),. Таким образом, примерно в то время, 
когда ( 8L/L) 2 максимально, а радиус R минимален, зона ионизации водорода 
быстрее всего перемещается в звездном веществе по направлению к поверх¬ 
ности. Минимальное расстояние (по массе между зоной ионизации водорода 
и поверхностью), а следовательно, максимальная светимость достигаются 
приблизительно тогда, когда звезда быстрее всего расширяется, как это и 
следует из интерпретации наблюдений (разд. 3.1). 
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рис. 11.1. Фазовое запаздывание ф в зависимости от Ѳ /q, рассчитанное с помощью 
уравнения (11.10) для случая А = 1. Дополнительные пояснения см. в тексте. 

На рис. 11.1 нанесена фаза ф величины (&L/L) 2 относительно (AL/L) { в зави¬ 
симости от Ѳ /q, т.е. фактически относительно минимума радиуса. Это фазо¬ 
вое запаздывание ф вычислено из уравнения (11.10) для случая А = 1. Видно, 
что ф изменяется от * - 35° для Ѳ /q = 3 до ~ - 140° для Ѳ /q = 0,3. Ука¬ 
занный диапазон значений Ѳ /q соответствует (при фиксированных L 0 и М) 
интервалу изменений эффективной температуры lAlg^l = 0,08, что для 
звезд в области неустойчивости на рис. 3.1 составляет Д Т е = 1200 К. Этот ин¬ 
тервал изменений Т е лишь немного превышает эмпирическую ширину поло¬ 
сы неустойчивости цефеид. 

11.4. Сравнение с детальными расчетами 
и дополнительные замечания 

Детальные расчеты показывают, что для большинства цефеид и переменных 
типа RR Лиры Ѳ заключено в пределах от 0,5 до 5. Как раз в таком диапазоне 
значений фазовое запаздывание составляет около 90°. Примечательно, что 
как условие появления фазового запаздывания, так и необходимое условие не¬ 
устойчивости (разд. 10.3) удовлетворяются при таких значениях параметров, 
которые соответствуют звездам, лежащим в области неустойчивости на рис. 
3.1, в которую попадают многие известные типы пульсирующих звезд. По¬ 
скольку эти явления (неустойчивость и фазовое запаздывание) обусловлены 
действием двух различных зон ионизации, наличие фазового запаздывания в 
пульсирующих звездах кажется более или менее случайным. Очевидно, что 
объяснение обоих явлений одним физическим механизмом, как поступал Эд¬ 
дингтон [199, 200], оказывается не совсем правильным. Однако точка зрения 
Эддингтона отчасти оправдывается самим существованием фазового запаз¬ 
дывания, поскольку оно подразумевает, что заметная доля суммарного воз¬ 
буждения должна быть связана с зоной ионизации водорода. Данное утверж- 
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дение основано на том, что если теплоемкость этой зоны ионизации доста¬ 
точна, чтобы привести к значительному различию между ( 8L/L) l и (8L/L) 2 , 
то зона должна вносить существенный вклад в возбуждение пульсаций. Де¬ 
тальные расчеты, как линейные, так и нелинейные, показывают, что это 
действительно имеет место (конкретные ссылки см., например, в [133]). 

Используя результаты неопубликованных линеаризованных расчетов Кок¬ 
са и Кинга [149], Кокс [133] рассмотрел зависимость ф от эффективной темпе¬ 
ратуры для последовательности моделей классических цефеид при фиксиро¬ 
ванных значениях L 0 и М (зависимость представлена на рис. 21 в [133]). Ока¬ 
зывается, что вблизи голубых границ неустойчивости фазовое запаздывание 
ф близко к 90° как для основной моды, так и для первой гармоники; кроме то¬ 
го, изменение ф с Т е происходит в том же направлении, что и в упрощенной 
теории Кастора [66], и качественно согласуется с зависимостью, показанной 
на рис. 11.1. Для лучистых моделей переменных типа RR Лиры с помощью 
линеаризованных расчетов были получены аналогичные результаты [68, 281]. 

Кастор [66] представил полуколичественные выводы о влиянии нелиней¬ 
ности на фазовое запаздывание. Он пришел к заключению, что в широком 
диапазоне значений параметров звезд совокупное действие нелинейных эф¬ 
фектов должно приводить к тому, что светимость будет стремиться достичь 
максимума приблизительно в момент максимума скорости расширения по¬ 
верхности. Таким образом, из-за нелинейных эффектов фактическое фазовое 
запаздывание должно быть относительно нечувствительным к положению 
пульсирующей звезды в пределах полосы неустойчивости. Такое представле¬ 
ние согласуется как с наблюдениями, так и с детальными нелинейными расче¬ 
тами. 

Нелинейные расчеты [298] подтвердили многие качественные выводы тео¬ 
рии Кастора. 

В работе [68] Кастор продолжил рассмотрение влияния нелинейности на 
поведение зоны ионизации водорода. Он показал, что, хотя в звезде, пульси¬ 
рующей с малой, но конечной амплитудой, линеаризованные уравнения мо¬ 
гут серьезно нарушаться внутри зоны ионизации водорода, общее поведение 
этой зоны описывается линеаризованными уравнениями примерно с такой же 
точностью, как и другие пульсационные переменные. Некоторую аналогию 
представляет использование соотношений Ранкина — Гюгоньо для ударной 
волны; такой метод дает точные соотношения между условиями на значи¬ 
тельном расстоянии перед фронтом и за фронтом, хотя условия внутри фрон¬ 
та ударной волны описываются неточно. Этот результат служит дополни¬ 
тельным обоснованием для использования линейной теории при описании 
фазового запаздывания. 

Карп [292] отметил, что в его нелинейных расчетах пульсаций цефеид фа¬ 
зовое запаздывание, по-видимому, больше связано с зоной второй ионизации 
гелия, чем с зоной ионизации водорода. В настоящее время неясно, как соот¬ 
нести этот результат с теорией Кастора. 

Кастор [68] подчеркнул также, что если бы в зоне ионизации водорода и 
выше нее важное значение имел конвективный перенос энергии, то фазовое 
запаздывание оказалось бы слишком большим — около 180°. Этот вывод со- 
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гласуется с более ранними линеаризованными расчетами Бейкера и Киппен- 
хана [37], получившими фазовое запаздывание почти 180° для модели, кото¬ 
рая в равновесном состоянии имела во внешних слоях эффективную конвек¬ 
цию. Аналогичные качественные выводы были сделаны Ибеном [281]. С фи¬ 
зической точки зрения, этот результат обусловлен тем, что для звезды с за¬ 
данными значениями L 0 , МиТ е конвекция в равновесной модели приводит к 
увеличению массы А т 0 над зоной ионизации водорода, а также к увеличению 
массы самой зоны. Следовательно, конвекция приводит к тому, что звезда 
оказывается ближе к рассмотренному выше пределу Ѳ /q —• 0, который соот¬ 
ветствует фазовому запаздыванию ф — 180°. По мнению Кастора, фазовое 
запаздывание, наблюдаемое в реальных пульсирующих звездах, свидетельст¬ 
вует о том, что конвекция менее эффективна, чем предсказывается 
обычными теориями конвекции. 

Как показывают двумерные расчеты конвекции в пульсирующих звездах, 
выполненные Дюпри [179], чтобы пульсирующая звезда стала устойчивой, 
достаточно такой слабой конвекции, что она не должна оказывать заметного 
влияния на фазовое запаздывание. 

Наконец, линеаризованные расчеты Кокса [131] не дали правильного зна¬ 
чения фазового запаздывания, очевидно, потому, что в них из практических 
соображений совершенно не учитывалась зона ионизации водорода. 
ГЛАВА 12 

НЕЛИНЕЙНАЯ ТЕОРИЯ 

На пульсациях реальных звезд, несомненно, должны сказываться нелиней¬ 
ные эффекты, которые, вероятно, нельзя непосредственно описать с по¬ 
мощью линейной теории. Кокс [133] представил ряд конкретных свиде¬ 
тельств существования таких эффектов в природе. Он показал, например, что 
если основываться на поверхностных амплитудах пульсаций, определяемых 
из наблюдений, то относительные изменения давления, плотности и темпе¬ 
ратуры на поверхности оказываются слишком большими для того, чтобы их 
можно было правильно предсказать посредством линейной теории. Кроме 
того, даже для отдельной моды кривые блеска и лучевых скоростей обычно 
не являются простыми синусоидами (см., например, рис. 3.2). Наконец, тот 
факт, что амплитуды наблюдаемых пульсаций переменных звезд одного и 
того же типа обычно не показывают чрезмерных вариаций от звезды к звез¬ 
де, наводит на мысль о существовании нелинейного установившегося режима 
колебаний типа предельного цикла. 

Однако полная система нелинейных уравнений настолько сложна, что, по- 
видимому, ни для каких реалистичных звездных моделей ее невозможно ре¬ 
шить аналитически. Исключение могут представлять лишь два частных (и не 
очень реалистичных) случая, которые кратко рассматриваются в разд. 12.1. 
Кроме того, по-видимому, не существует математических методов, которые 
были бы особенно удобны при изучении нелинейных колебаний. Поэтому 
большинство недавних теоретических исследований звездных пульсаций це¬ 
ликом базировалось на численных методах с использованием быстродейству- 
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ющих ЭВМ, как кратко описывается в разд. 12.2. Однако за последнее время 
было сделано несколько новых попыток применения аналитических методов, 
и эти попытки перечислены в разд. 12.3. 

Если не оговорено особо, то в настоящей главе мы будем исходить из тех 
же основных предположений, что и в остальных главах части II книги (см., 
например, вводные замечания к гл. 10). 

12.1. Точно интегрируемые случаи 

Точно интегрируемых случаев всего два,и оба они относятся к адиабатическо¬ 
му движению при постоянном показателе адиабаты Г, = {d In P/d I n p) ad . 
Эти случаи — звездная модель общего вида с Г, = 4/3 и однородная модель 
(во всех точках которой плотность р одинакова) с произвольным, но постоян¬ 
ным значением Г, > 4/3. Таким образом, мы рассматриваем здесь радиаль¬ 
ные нелинейные адиабатические пульсации звездной модели с постоян¬ 
ным Г|. 

Уравнение движения — это уравнение (6.11), в котором функция/(ш, /) = 
= - Gm/r 2 , где т — масса, заключенная внутри сферы радиусом г. Если ис¬ 
пользовать уравнение неразрывности [например, (6.8)] и принять, что коле¬ 
бания адиабатические, то ускорение г элемента массы можно выразить через 
г, г 0 (значение г для того же самого элемента массы в непульсирующей моде¬ 
ли), т и Гр Предположим теперь, что переменные разделяются: 

rir 0 , t) = л-(Го)и</), (12.1) 

где х(Го) — функция только r 0 , a w(t) — функция только времени /. Подстав¬ 
ляя это выражение в уравнение для г, после некоторых преобразований полу- 


_*'о> 1 1 d ( р Г ±_ . J _ 1 г Г 

Г 1 и ’ ЗГі " 4 P 0 dr 0 l °|_а- 2 (г 0 ) dx(r,)/drj J 


Gm 

*Vo>’ 


( 12 . 2 ) 


где величины с индексом 0 являются функциями только г 0 . 

Для модели общего вида с Tj = 4/3 мы сразу видим, что правая часть 
уравнения (12.2) является функцией только г 0 , а левая — функцией /. Следова¬ 
тельно, в данном случае возможно разделение переменных, и обе части урав¬ 
нения (12.2) равны одной и той же постоянной, скажем А. Вероятно, про¬ 
стейший способ удовлетворить этому требованию — положить x(rrf = г 0 . 
Такое условие в свою очередь налагает требование А = 0, поскольку невозму¬ 
щенная модель находится в гидростатическом равновесии. Поэтому мы по¬ 
лучаем 

w = Bt + С, (12.3) 


где ВиС — постоянные интегрирования. 

Таким образом, в этом случае решение (при надлежащем выборе постоян¬ 
ных) имеет следующий вид: 

г = 'о( /// о)> 


(12.4) 
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где г ос t, причем г — 0 (гидростатическое равновесие). Из уравнения нераз¬ 
рывности получаем 

р/р 0 = W 3 = ( г/г оГ 3 , (12.5) 

а из уравнения импульса — 

Р/Р 0 = (//СоГ 4 = (r/rj~\ (12.6) 

Но уравнения (12.4) — (12.6) — это уравнения гомологического движения 
при наличии гидростатического равновесия. Следовательно, можно сделать 
вывод, что произвольная звездная модель с Г, = Уз при адиабатическом дви¬ 
жении находится в состоянии безразличного равновесия и при любом значе¬ 
нии радиуса может быть гидростатически равновесной. 

Что касается второго точно интегрируемого случая, то в нем предполага¬ 
ется, что величина Г, постоянна и не равна Уз. Тогда, чтобы можно было раз¬ 
делить переменные, в невозмущенной модели должно выполняться соотно¬ 
шение дг ос т ѵ \ как это-можно получить из уравнения (12.2). Отсюда следует, 
что Pq/pI' = Вт* + С, (12.7) 

где В и С — постоянные. Однако реалистичные звездные модели не подчиня¬ 
ются уравнению (12.7), и для них разделение переменных оказывается невоз¬ 
можным. Но это уравнение точно выполняется для однородной модели в 
гидростатическом равновесии. Поэтому для такой модели переменные разде¬ 
ляются^ для нее в случае радиальных нелинейных адиабатических пульсаций 
с Г, = const может быть получено точное решение. Описанный случай совер¬ 
шенно нереалистичный, но зато поучительный. Он довольно подробно рас¬ 
смотрен Коксом [133] и Леду и Вальравеном [345, § 85], и поэтому здесь .мы 
больше не будем на нем останавливаться. Отметим лишь, что проведенный 
для этой модели анализ показывает возможность существования осциллиру¬ 
ющих решений только при Г, > Уз, точно так же как и в линейном случае 
(разд. 8.1). 


12.2. Численные методы 

Поскольку для пульсаций реалистичных звездных моделей в общем случае 
нельзя получить аналитических решений, то естественно, следует обратиться 
к численным методам. Два подхода были испытаны и нашли применение в 
прошлом: а) решение задач с начальными данными и б) поиск периодических 
решений нелинейных уравнений. Метод (б) является очень перспективным и 
уже дал ряд предварительных результатов (см. ниже), но он все еще находит¬ 
ся до некоторой степени в стадии разработки. К настоящему времени доволь¬ 
но много расчетов было проведено с помощью метода (а), и поэтому боль¬ 
шинство наших замечений будет касаться этого подхода. 

Методы численного решения задач с начальными данными основываются 
на разбиении звезды или ее оболочки на ряд дискретных сферических массо¬ 
вых зон или слоев (приблизительно на 50) и в использовании вместо уравне¬ 
ний гидродинамики с учетом переноса тепла конечно-разностных уравнений, 
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составленных, например, по рекомендациям книги Рихтмайера и Мортона 
[452]. Затем при определенных начальных условиях рассчитываемая модель 
звезды шаг за шагом прослеживается во времени на быстродействующей 
ЭВМ. Кристи [90], Кокс и др. [142] и Алешин [14] первыми опубликовали ре¬ 
зультаты подобных расчетов. Более детальное описание таких методов мож¬ 
но найти в работах [91, 117, 143, 552 — 554]. Дальнейшее обсуждение и разви¬ 
тие этого подхода представлено, например, в работах [224, 320, 417]; см. так¬ 
же [4,70,161]. Некоторые результаты применения указанных методов, а так¬ 
же многочисленные ссылки приведены в [121, 133, 214]. 

При достаточном машинном времени такие методы позволяют для реали¬ 
стичных моделей исследовать нарастание или затухание пульсаций, переход 
от малых амплитуд к большим, установление предельной амплитуды и ее ха¬ 
рактеристики, поведение моды колебаний и т.д. Эти расчеты подтвердили 
результаты расчетов с помощью линеаризованных уравнений и явились их 
дальнейшим развитием, они решили некоторые проблемы, касающиеся наб¬ 
людаемых пульсирующих звезд, но и поставили новые вопросы. Подобные 
расчеты, по крайней мере на современной стадии их развития, требуют опре¬ 
деленной доли мастерства, и разные исследователи разрабатывают деталь¬ 
ные методы для выполнения той или иной части расчетов. Трудности не¬ 
сколько уменьшились после проведенного в работе [214] сравнения результа¬ 
тов, полученных различными исследователями для одной модели. Оказа¬ 
лось, что результаты согласуются между собой. Поэтому можно сделать вы¬ 
вод, что в таких расчетах по крайней мере приближенно воспроизводится по¬ 
ведение реальных звезд с течением времени. 

В последние годы некоторые усилия были затрачены на то, чтобы более 
или менее непосредственно получить периодические решения нелинейных 
уравнений гидродинамики с учетом переноса тепла. Эти усилия были в значи¬ 
тельной степени стимулированы желанием обойти многочисленные трудно¬ 
сти, присущие методу начальных данных (например, чрезвычайно большие 
затраты машинного времени со всеми сопутствующими неудобствами). 

Первые попытки были сделаны Бейкером и фон Зенгбушем [38, 39, 611] 
(см. также [32]). В их методе разбиение модели на зоны, конечно-разностное 
представление уравнений, введение искусственной вязкости и т.д. очень сход¬ 
ны с использованными в методе начальных данных. При численном решении 
задач с начальными данными система конечно-разностных уравнений, ап¬ 
проксимирующая четыре основных уравнения (неразрывности, импульса, 
энергии и потока энергии) решается методом итераций относительно четы¬ 
рех физических переменных (скажем, г ( , г р Г,_ 1/2 и К ( . _ , /2 ) в каждой из зон 
(число которых равно, например, 7) и для каждого шага по времени. Таким 
образом с учетом граничных условий для каждого шага по времени решаются 
4 7 связанных между собой нелинейных уравнений для 47 неизвестных.. Если 
один период содержит К шагов по вермени (рассмотрение критериев выбора 
К см.,например,в [117]), то полное число уравнений и неизвестных, которые 
следует решить для одного периода, равно 4 JK (что в типичных случаях мо¬ 
жет составлять около 40 000 — 50 000). Метод поиска периодических реше¬ 
ний нелинейных уравнений включает те же 4 JK неизвестных, но теперь есть 
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еще 4 J дополнительных неизвестных, так как значения величин в начале пе¬ 
риода a priori не известны. Поскольку период П не определен заранее, его так¬ 
же следует включить в число неизвестных. Итак, всего имеется 4 J(K + 1)+1 
неизвестное, 4 JK уравнений и 4 У периодических граничных условий. В рас¬ 
сматриваемом методе все неизвестные для одного периода определяются по 
сути дела одновременно с помощью некоторой усложненной разновидности 
схемы Ньютона — Рафсона. Условие периодичности приводит к тому, что 
значение периода П оказывается собственным значением системы нелиней¬ 
ных уравнений и его определение является частью решения всей задачи. Эти 
периодические решения могут описывать не только основную, но и более вы¬ 
сокие моды. Кроме периодического нелинейного поведения модели метод да¬ 
ет также информацию об устойчивости нелинейных предельных циклов и в 
общем представляется очень перспективным. 

Позднее Стеллингверф [546 — 548] разработал метод, который достигает 
тех же целей, что и метод Бейкера — фон Зенгбуша, но является комбинаци¬ 
ей описанных обоих подходов. В этом методе для некоторого начального мо¬ 
мента времени задают пробные значения всех зависимых физических пере¬ 
менных, а также значение самого периода и выбирают число шагов по вре¬ 
мени для одного периода. Затем с помощью метода начальных данных (или 
какой-либо его разновидности) проводят интегрирование модели на выбран¬ 
ное число шагов по времени. Полученные в конце периода значения физиче¬ 
ских переменных сравнивают с начальными значениям»; а затем с помощью 
метода итераций варьируют эти начальные значения и сам период до тех пор, 
пока не достигается строгая периодичность. Как и в методе Бейкера — фон 
Зенгбуша, этот метод дает полную информацию о нелинейных предельных 
циклах для различных мод колебаний. 

Указанные методы, по-видимому, являются единственными возможны¬ 
ми методами изучения установившегося режима колебаний для звездных мо¬ 
делей с очень большими характерными временами нарастания или затухания 
пульсаций, очень медленным темпом перехода от одной моды колебаний к 
другой и т.д. В работе [135] подытожены некоторые предварительные ре¬ 
зультаты, полученные этими методами. Их дальнейшим исследованием и 
развитием занимается А. Кокс с сотрудниками (см., например, [123]). Бачлер 
[57] использовал новый подход, основанный на методе двухмасштабных раз¬ 
ложений (см., например, [107]), который представляется очень многообеща¬ 
ющим. 

12.3. Аналитические методы 

В ряде специальных случаев были сделаны многочисленные попытки полу¬ 
чить нелинейные решения путем разложения по линейным адиабатическим 
собственным функциям или другими способами, но в этой книге мы их рас¬ 
сматривать не будем. Краткое изложение некоторых результатов, а также 
ссылки на более ранние исследования в данной области можно найти в работе 
Леду и Вальравена [345, §86 — 90] и в книге Росселанда [465, гл. 7]. Более по¬ 
здние результаты представлены в статьях [369, 377, 389, 390, 416, 512 — 515, 
517, 520, 597 — 600]. 
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Ясно, что неадиабатические (т.е. реальные) зведные пульсации — сложное 
явление. Это верно даже при очень малых амплитудах, когда применима ли¬ 
нейная теория, а также в случае чисто радиальных колебаний. При больших 
амплитудах, когда важны нелинейные эффекты, ситуация оказывается почти 
безнадежно запутанной. По этим причинам был предпринят ряд попыток 
разработать такие модели звездных пульсаций, которые были бы достаточ¬ 
но просты, чтобы их можно было понять на основе привычных физических 
представлений, но при этом сохраняли бы физическую суть явления. Боль¬ 
шинство попыток было основано на модели «однозонного» типа, которую 
можно представить как сферический концентрический слой вещества (воз¬ 
можно, относительно тонкий), расположенный внутри звезды. Пожалуй, са¬ 
мой первой и наиболее известной из таких моделей является «однозонная мо¬ 
дель Бейкера» [31]*, довольно подробно описываемая в разд. 13.1. Эта мо¬ 
дель предназначалась главным образом для анализа очець малых радиаль¬ 
ных пульсаций, т.е. для объяснения нескольких сложных физических явлений, 
лежащих в основе пульсаций, описываемых линейной теорией. Модель прив¬ 
лекла внимание и была обобщена на случаи, которые не исследовались в ори¬ 
гинальной статье Бейкера [244, 284, 399, 589, 633]. Здесь мы не будем подроб¬ 
но останавливаться на этих обобщениях. Кроме того, если не оговорено осо¬ 
бо, мы будем рассматривать только радиальные колебания. 

Мур и Спигел [385] изучили линейные и нелинейные колебания осциллято¬ 
ра с тепловым возбуждением, который по предположению моделировал по¬ 
ведение конвективного элемента в стратифицированной оболочке звезды. 
Хотя эта модель не предназначалась для непосредственного применения к 
пульсирующим звездам, тем не менее некоторые решения поразительно на¬ 
поминают поведение во времени определенных типов реальных пульсирую¬ 
щих звезд. 

Ашер и Уитни [596] обсудили колебания однозонной модели, которая во 
многих отношениях сходна с однозонной моделью Бейкера. Они рассмотрели 
как линейные, так и нелинейные колебания, причем последние исследовались 
главным образом с помощью асимптотического метода с сохранением нели¬ 
нейных членов только первого порядка по малому параметру. Данную мо¬ 
дель, как и модель Мура и Спигела [385], мы здесь подробно рассматривать 
не будем. 

Радд и Розенберг [470] предложили модель, специально предназначенную 
для исследования нелинейных неадиабатических пульсаций. Эта модель, по 
существу, также является однозонной, и ей посвящен разд. 13.2. 

Стеллингверф [545] разработал однозонную модель, которая предназначе¬ 
на главным образом для изучения изменений выходящего потока излучения 


* С. А. Жевакин также использовал в своих исследованиях однозонную модель 
(Астрой, ж. 31, 141, 1954). - Прим. ред. 
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как в линейной, так и в нелинейной теории. Модель является обобщением од¬ 
нозонной модели Бейкера и рассматривается в разд. 13.3. 

Наконец, в разд. 13.4 описывается модель, разработанная для выяснения 
некоторых особенностей установления предельной амплитуды, анализа 
устойчивости предельных циклов и т.д. Эта модель предложена Кастором 
[67] и приводится здесь с его любезного согласия. 

Все эти модели способствовали выяснению ряда сложных физических во¬ 
просов, связанных со звездными пульсациями, и пониманию роли различных 
физических механизмов, определяющих или затрагивающих некоторые ас¬ 
пекты этого явления. Однако вряд ли можно сомневаться, что реальные 
пульсирующие звезды устроены значительно сложнее применяемых для их 
описания однозонных моделей. Например, решающую роль в пульсациях 
может играть стратификация реальных звездных оболочек (т.е. изменение 
основных характеристик в пространстве), что в однозонных моделях учиты¬ 
вается лишь частично (если вообще учитывается). Упрощенные модели стра¬ 
тифицированных звездных оболочек, вне всякого сомнения, оказались бы по¬ 
лезными для более глубокого понимания физики звездных пульсаций. 

13.1. Однозонная модель Бейкера 

В этом разделе мы рассмотрим однозонную модель Бейкера [31] только в 
рамках линейной теории и для чисто радиальных колебаний. Нелинейные ко¬ 
лебания обобщенной модели будут кратко описаны в разд. 13.3. 

Можно отметить, что линеаризованный подход Джинса [287], основан¬ 
ный на предположении о гомологическом движении слоев вещества (когда 
Ъг/г = const в пространстве), приводит к тем же результатам, что и однозон¬ 
ная модель Бейкера в линейной теории. 

В модели Бейкера рассматривается расположенный внутри звезды отдель¬ 
ный сферический слой массой Ат. В этом слое вариации всех физических пе¬ 
ременных (за исключением вариации светимости, см. ниже) предполагаются 
постоянными в пространстве. Затем основные уравнения линеаризуются (гл. 
5 и 7) и отбрасываются все пространственные производные, за исключением 
д(8 L/L r )/dm (5 L/L r — относительная вариация светимости). Поскольку 
Бейкер намеревался использовать свою однозонную модель главным обра¬ 
зом для изучения обычных типов пульсирующих звезд, в которых роль источ¬ 
ников ядерной энергии незначительна (гл. 10), он исключил эти источники из 
своей модели. Однако при е = 0 (е — скорость генерации термоядерной энер¬ 
гии на единицу массы) нельзя отбрасывать член d(6L/L r )/dm, иначе полнос¬ 
тью исчезают физические предпосылки возбуждения пульсаций. 

В модели Бейкера этот член учитывается следующим образом. Количе¬ 
ство энергии, поступающее в единицу времени на внутреннюю границу зоны, 
предполагается постоянным и равным локальной равновесной светимости; 
следовательно, на этой границе 8L/L r = 0. Однако на внешней границе допу¬ 
скается, чтобы соответствующая величина — обозначим ее (8L/L r ) v — изме¬ 
нялась с течением времени, позволяя этой зоне получать или терять тепло по¬ 
средством модуляции проходящего через нее потока энергии. Кроме того, 
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bL/L r внутри зоны принимается равным /і (ЬЬ/Ь г ) и , т.е. мгновенному сред¬ 
нему от значений bL/L r на обеих границах. Замена d(SL/L r )/dm на 
(SL/LJy/Am приводит к следующему приближению: 

d(6L/L r )/dm = 2(6 L/L r )/Am. (13.1) 

Бейкер рассматривает только лучистый перенос и считает, что вариация 
непрозрачности Ьх/х определяется (в наших обозначениях) выражением 

Ьх/х = п Ьр/р - sST/T, (13.2) 

гаеЬр/риЬТ/Т — относительные вариации соответственно плотности и тем¬ 
пературы, anus — постоянные. Линеаризованное уравнение состояния за¬ 
писывается в виде 

ЬР/Р = х р Ьр/р + ХтЬТ/Т, (13.3) 

где ЬР/Р — относительная вариация давления, а х и хт — постоянные (разд. 
4.2в). 

Поскольку все пространственные производные при этом исключаются, 
уравнения пульсаций образуют систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений третьего порядка по времени. Объединяя их в одно дифференци¬ 
альное уравнение и предполагая, что зависимость всех пульсационных пере¬ 
менных от времени имеет вид е лг , получаем кубическое уравнение для со¬ 
бственной частоты 

а 3 + К а& 4* 2 + Ва 2 0 6+ Кар = 0, (13.4) 

где 

А • (Г 3 - 1 )(s + 4)/ Хр , (13.5) 

В ш ЗГ^ — 4, (13.6) 

D ш (Г 3 — 1)[Зл Хг - *(4 - Зх„) + Мх т + 3 Хр - 4)]/х р , (13.7) 

а величины Г, и Г 3 определены в разд. 4.2. Величины а 0 иК определяются сле¬ 
дующим образом: 

о\ и g/r = Gm/r 3 , (13.8) 

К = [х/(Г 3 - \)]lL/Amc y To 0 , (13.9) 

где g, т, г, L, Сук Т — соответственно локальное ускорение силы тяжести, 
лангранжева массовая переменная, радиальное расстояние, светимость, теп¬ 
лоемкость на единицу массы при постоянном объеме и температура, причем 
все величины относятся к равновесному состоянию и поэтому не зависят от 
времени. 

Ниже будет показано, что а 0 * 2т/П, где П — период адиабатических 
пульсаций однозонной модели. Тогда из формулы (13.9) следует, что А" приб¬ 
лизительно равно отношению потока энергии, протекающего через модель за 
промежуток времени П/2т, к внутренней энергии модели. Приближенно К 
можно также рассматривать как отношение времени свободного падения к 
кельвиновскому времени для этой зоны. Таким образом, понятно, что 
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К — это параметр, характеризующий степень неадиабатичности модели: ма¬ 
лые К соответствуют почти адиабатическому движению, а большие — значи¬ 
тельным отклонениям от адиабатичности. 

При К = 0, что соответствует идеальному адиабатическому движению, 
уравнение(13.4) имеет всего лишь два ненулевых корня 

б=±/( ЗГ, - 4)% = (13.10а) 

= ± /[(ЗГ, - 4)*AirGp(r)] Vl . (13.106) 

Здесь р(г) определяется соотношением р(г) * т/(*Ажг ъ ), где т — масса, за¬ 
ключенная внутри сферы радиуса г. При Г, > 4/3 оба корня чисто мнимые, 
что соответствует пульсациям с постоянной амплитудой; период пульсаций 
равен П = 2т/[(ЗГ, — 4) 1/і </ 0 ]. Отметим, что если вместо р(г) подставить сред¬ 
нюю плотность р всей звезды, то получим результат, точно такой же, как для 
адиабатических пульсаций однородной модели (разд. 8.1) или слоевой модели 
из разд. 2.1. По тем же причинам, что и в разд. 9.3, два возможных знака в 
выражении для д не имеют физического смысла. 

Ясно, что при Г, < 4/3 оба корня чисто вещественные и соответствуют 
динамической неустойчивости. Следовательно, условие динамической устой¬ 
чивости однозонной модели состоит в том, что [см. выражение (13.6)] 

Д>0. (13.11) 

Рассмотрим теперь случай К Ф 0. Бейкер исследовал корни уравнения 
(13.4) и показал, что помимо условия (13.11) есть еще два необходимых усло¬ 
вия того, чтобы все корни имели отрицательные вещественные части, т.е. 
чтобы однозонная модель была устойчивой относительно, всех возможных 
видов радиального движения. Эти условия таковы: 

D > 0, 

АВ - D > 0 

гае А, В и D определяются выражениями (13.5) — (13.7). 

Легко видеть что условие (13.12) является условием вековой устойчиво¬ 
сти (разд. 19.6). Например, очевидно, что существует малый по абсолютной 
величине корень уравнения (13.4), скажем приблизительно равный 

л, * - KoqD/B = -Ка ( р/(ЪѴ 1 - 4). (13.14) 

Этот корень чисто вещественный, что соответствует апериодическому дви¬ 
жению, устойчивому при D > 0 (в предположении Г, > Уз). Характерное вре¬ 
мя, связанное с таким движением, составляет по порядку величины 
(L/c Ѵ Т Ат)~ 1 , т.е. равно времени тепловой релаксации или кельвиновскому 
времени для этой зоны. Отметим, что при \ р = %т = 1 (простой идеальный 
газ) условие вековой устойчивости (13.12) приобретает вид 

З/і — 5 > 0 (13.15) 

и совпадает с условием Джинса [287] без учета членов, описывающих выделе¬ 
ние термоядерной энергии (см., например, [336, р.420 — 421] и разд. 19.6 на- 


(13.12) 

(13.13) 
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стоящей книги). Физически оно устанавливает, что при сжатии bL/L r дол¬ 
жно уменьшаться. В таком случае излучение запирается в зоне при ее сжатии; 
затем это излучение заставит зону расширяться и охлаждаться, и в результа¬ 
те она вернется в исходное состояние. 

Условие (13.13) — это условие пульсационной устойчивости. Это легче 
всего понять (по крайней мере при К < 1), вычислив два больших по абсо¬ 
лютной величине корня уравнения (13.4), скажем & 2 3 , в виде ряда по степе¬ 
ням К: 

* 2 з * ± Ш' л а 0 - о<£АВ - D)K/2B + ... . (13.16) 

Из выражения (13.16) следует, что условие (13.13) действительно является не¬ 
обходимым условием пульсационной устойчивости. 

Если использовать выражения (13.5) — (13.7), то после ряда преобразова¬ 
ний с учетом нескольких термодинамических тождеств условие (13.13) для 
пульсационной устойчивости однозонной модели можно записать в следую¬ 
щем виде: 

4(Г 3 — 1) + ИГ 3 — 1) — л] — 4/3 * Л > 0. (13.17) 

Это выражение служит также определением величины Л. Отметим, что дан¬ 
ное соотношение справедливо даже при \ р * 1 и \ т Ф 1. Как показал Бейкер 
[31], каждый член здесь имеет вполне определенный физический смысл. Пер¬ 
вый член, 4(Г 3 - 1), всегда положителен, т.е. всегда оказывает стабилизиру¬ 
ющее влияние. Он характеризует охлаждение при сжатии, обусловленное уси¬ 
ленным в этот момент потоком излучения (і« Т 4 и в адиабатическом приб¬ 
лижении Т а р г з - *). Мы уже видели, что в зоне ионизации элемента с наи¬ 
большим содержанием Г 3 — 1, и, следовательно, в такой зоне эффекты зату¬ 
хания, описываемые этим членом, уменьшаются. С физической точки зрения 
ионизация препятствует очень сильному росту температуры при сжатии, а 
значит, и потерям излучения в этот момент. Такое влияние ионизации на пер¬ 
вый член характеризует (частично) действие 7-механизма (разд. 10.1). 

Второй член в (13.17), s(T 3 - 1) - п, описывает эффект изменений непро¬ 
зрачности и может иметь любой знак. При обычных значениях параметров 
(л * l,s * 3, Г 3 - 1 * 2/3) этот член положителен, т.е. способствует затуха¬ 
нию пульсаций. В данном случае непрозрачность уменьшается при сжатии и 
способствует в этот момент оттоку тепла из зоны, т.е. затуханию. Однако в 
зоне ионизации элемента с наибольшим содержанием Г 3 — 1, а поэтому рас¬ 
сматриваемый член может стать отрицательным и способствовать возбуж¬ 
дению пульсаций. С физической точки зрения изменения температуры стано¬ 
вятся относительно малыми вследствие ионизации, так что в изменениях не¬ 
прозрачности доминирующую роль играют теперь изменения плотности, а 
непрозрачность всегда возрастает с увеличением плотности (при постоянной 
температуре). Следовательно, в данном случае изменения непрозрачности 
приводят к запиранию потока излучения при сжатии, т.е. способствуют воз¬ 
буждению пульсаций. Эти дестабилизирующие эффекты изменений непро¬ 
зрачности характеризуют действие ^-механизма (разд. 10.1). 

Если бы s было велико и отрицательно (или хотя бы имело меньшее, чем 




ПРОСТЫЕ МОДЕЛИ ЗВЕЗДНЫХ ПУЛЬСАЦИЙ 161 

обычно, положительное значение), то второй член в (13.17) описывал бы запи¬ 
рание потока излучения при сжатии, т.е. способствовал бы возбуждению 
пульсаций, даже если бы величина Г 3 имела обычное значение, близкое к 5/3. 
Именно при таких условиях (когда s оказывается меньше, чем обычно, и 
Г 3 * 5/3) действует механизм скачка непрозрачности, предложенный Стел- 
лингверфом [550] и описанный в разд. 10.1. 

Третий член в (13.17) (-4/3) отрицателен и поэтому способствует возбуж¬ 
дению пульсаций. Он обусловлен сферической симметрией и в плоскопарал¬ 
лельном случае отсутствует. Он просто отражает зависимость локальной 
светимости от площади сферической поверхности, ограничивающей рассмат¬ 
риваемый массовый уровень (L r ос г 4 ). Площадь поверхности уменьшается 
при сжатии, т.е. суммарный поток излучения при этом уменьшается (выход 
излучения задерживается), что способствует возбуждению пульсаций. Такое 
влияние сферической симметрии Бейкер [31] назвал «эффектом радиуса». 

Условие (13.17) можно интерпретировать также следующим образом. 
Рассмотрим линеаризованное уравнение лучистого переноса для однозонной 
модели 

SL/L r = 4£ - nbp/p + (s+ 4)6777', (13.18) 

где { '= 6r/r, 5L/L r , Ьр/р и 5Т/Т — соответственно пространственные части 
относительных вариаций радиуса, светимости, плотности и температуры. 
Использовав теперь квазиадиабатическое приближение, ЬТ/Т = (Г 3 — 1 )6р/р, 
получаем 

&L/L r - (bL/LXi = А (Ьр/р). (13.19) 

Здесь Л соответствует выражению (13.17), a (&L/L r ) id — вариация ( &L/L r ), 
вычисленная в квазиадиабатическом приближении. Таким образом, условие 
(13.17) для пульсационной устойчивости однозонной модели можно предста¬ 
вить в виде 

(5L/L r ) ad > 0, (13.20) 

при этом, по-видимому, проясняется физический смысл условия устойчиво¬ 
сти: при сжатии зона должна терять тепло вследствие повышенного излуче¬ 
ния с ее поверхности. Это утверждение полностью согласуется с физическим 
рассмотрением, представленным в разд. 9.1. 

Приведенное утверждение на первый взгляд кажется не совсем коррект¬ 
ным, поскольку в выражении (13.20) фигурирует лишь (6L/L r ) ad , а не истин¬ 
ная вариация светимости (6L/L r ). Однако можно показать, что (6L/L r ) по 
существу всегда имеет тот же знак, что и (< 5L/L Таким образом, при сде¬ 
ланных предположениях выражение (13.20) без индекса «ad» также является 
совершенно эквивалентной формулировкой условия пульсационной устойчи¬ 
вости однозонной модели. 

Еще один подход, который выявляет ряд интересных особенностей одно¬ 
зонной модели, а также позволяет существенно обобщить вытекающие из 
ее анализа выводы, состоит в применении к ней интегральных выражений 
(9.45) и (9.46). Первое выражение дает значение С. Вещественная часть С г 
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пропорциональна скорости, усредненной по периоду, с которой сила гравита¬ 
ции и силы, обусловленные наличием градиента давления, совершают работу 
над звездой. Поэтому условие пульсационной устойчивости состоит в том, 
что С г < 0. 

Применяя данное условие к однозонной модели, можно предположить, 
что пульсирует лишь эта зона массой Ат, т.е. интегрирование должно прово¬ 
диться только в пределах Ат. Кроме того, не нарушая общности, про¬ 
странственную часть относительной вариации плотности Ьр/р в однозонной 
модели всегда можно считать чисто вещественной. Поскольку в однозонной 
модели все физические величины преполагаются постоянными в пространст¬ 
ве, в качестве условия пульсационной устойчивости мы получаем следующее 
выражение: 

С г = (Г 3 - 1 )(Ьр/р)Ь(Е - dL/dm) r Am < 0, (13.21) 

где 5(е - dL r /dm) r — вещественная часть величины 5(е - dL/dm), которая 
здесь и далее в этом разделе обозначает только пространственную часть по¬ 
лной вариации. Величину е мы оставили здесь для общности и для иллюстра¬ 
ции того, как легко обобщить однозонную модель Бейкера в рассматривае¬ 
мом подходе. Если считать, что (Ьр/р) > 0, то условие (13.21) пульсационной 
устойчивости однозонной модели преобразуется к виду 

6(е - Ы/дт) г < 0. (13.22) 

Это условие просто означает, что для пульсационной устойчивости модели 
зона должна терять тепло при сжатии в полном согласии с физическим рас¬ 
смотрением, представленным в разд. 9.1. 

Вследствие общности изложенного подхода неравенство (І3.22) должно 
содержать в себе как частный случай неравенство (13.20), что, как легко ви¬ 
деть, действительно имеет место. Отметим, например, что в (13.22) не соде¬ 
ржится никаких допущений о механизме переноса, тогда как при выводе вы¬ 
ражения (13.20) использовалось явное предположение лучистого переноса. 
Кроме того, выше уже указывалось, что выражение (13.20) содержит только 
квазиадиабатические вариации светимости, тогда как (13.22) охватывает ве¬ 
щественные части неадиабатических вариаций скорости генерации энергии е и 
локальной светимости L r . 

Если d(SL r )/dm вычисляется в приближении Бейкера (см. выше), то е пола¬ 
гается равным нулю, а если перейти, кроме того, к квазиадиабатическому 
приближению, то получится выражение (13.20), как и следовало ожидать. 
Можно отметить, что это выражение непосредственно применимо к многим 
обобщенным или уточненным вариантам исходной однозонной модели Бей¬ 
кера. Например, величина L r в (13.22) может быть суммой лучистой и конвек¬ 
тивной светимостей. Кроме того, не обязательно принимать е = 0. Действи¬ 
тельно, если мы примем Ье/е = \Ьр/р + ѵЬТ/Т, используем выражение 
(13.18) для bL/L r и в обоих случаях воспользуемся адиабатическим прибли¬ 
жением, то условие устойчивости примет следующий вид: 

X + «ЧГ 3 - 1) - (s + 4)(Г 3 - 1) + (п + 4/3) < 0. 


(13.23) 
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Это условие отличается от условия (13 Л 7) Бейкера [3-1] только наличием чле¬ 
нов, содержащих коэффициенты X и ѵ. Фактически условие (13.23) идентично 
условию Джинса [287] для пульсационной устойчивости звезды с непрерыв¬ 
ным распределением вещества, которая испытывает гомологические пульса¬ 
ции и для которой справедливо уравнение состояния идеального газа. С по¬ 
мощью довольно громоздких алгебраических преобразований выражение 
(13.23) можно получить и непосредственно на основе подхода Бейкера, как 
упоминалось в начале данного раздела. 


13.2. Модель Радда — Розенберга 

Модель Радда и Розенберга [470] — однозонная модель, сходная в своих ос¬ 
новных чертах с моделью, изученной Ашером и Уитни [596]. Она сходна и со 
слоевой моделью, рассмотренной в разд. 2.1, только в отличие от нее радиус 
жесткого ядра может составлять любую долю равновесного радиуса слоевой 
модели, который можно отождествлять с радиусом звезды. Главная цель, 
которой надеялись достичь Радд и Розенберг с помощью своей модели, за¬ 
ключалась в установлении некоторых математических соотношений, лежа¬ 
щих в основе описания полностью нелинейных звездных пульсаций и в анали¬ 
зе явлений типа предельного цикла, наблюдающихся в реальных пульсирую¬ 
щих звездах. Благодаря рассмотрению однозонной модели им удалось иссле¬ 
довать действительно предельные циклы колебаний. Точнее говоря, они хо¬ 
тели разработать модель, в которой при малых амплитудах имела бы место 
колебательная неустойчивость, а при больших существовал бы устойчивый 
предельный цикл. 

Если М — масса жесткого ядра, Л{<М) — масса газа в рассматриваемой 
зоне, а г — ее мгновенный радиус, то уравнение движения зоны записывается 
в следующем виде (как в статье [596]): 

JtSr/dt 2 = Ажг 2 Р - GMJt/r 2 , (13.24) 

где Р — давление газа в зоне. В уравнении (13.24) предполагается, что газ в 
зоне ведет себя так, как будто вся масса сконцентрирована в бесконечно 
тонком слое радиуса г, этот слой можно рассматривать как тонкую растяжи¬ 
мую мембрану, содержащую газ. Равновесный радиус зоны г 0 определяется 
соотношением (13.24), если приравнять в нем нулю производную d 2 r/dt 2 . 

Чтобы учесть уравнение энергии [например, в виде (4.30)], мы не будем 
дифференцировать (13.24), а затем исключать величину Р (точка означает 
субстанциональную производную по времени) с помощью уравнения энергии, 
как это делалось при выводе уравнения (6.13). В обсуждаемой модели уравне¬ 
ние энергии используется в интегральной форме. Мы рассмотрим здесь толь¬ 
ко термодинамически обратимые процессы, для которых dq/dt = Ts 
( s — удельная энтропия). Формальное интегрирование уравнения энергии 
(4.30а) дает 


Р/Р 0 = К(р/р 0 ) г і, 


(13.25) 
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где 

AT = ррі _ г і,оехр I - jr,lnpdr + j (xjS/c y )dt\, (13.26) 

а индексом О обозначены равновесные величины. Для адиабатического дви¬ 
жения (і = 0) при Г, = const имеем К = 1. Авторы модели допускают пе¬ 
ременность К, но не связывают принятую для этой величины конкретную 
функциональную форму (см. ниже) с детальными физическими процессами, 
действующими в зоне. 

Точное соотношение между р/р 0 и г/г 0 для рассматриваемой модели мож¬ 
но записать в виде 

р/р 0 = (г/г 0 )-'”, (13.27) 

где 

Я» - In I W/rrfnl - 1 ]/(«о - 1)1 /1п(г/г 0 ), (13.28) 

а л 0 = г 0 /г с ^ 1(г с — радиус жесткого ядра). Если г = г 0 в (13.28) [г * г 0 в 
(13.27)], то величина т становится постоянной, значение которой зависит 
только от л„: 

т = ЪпУіпІ - 1). (13.28') 

Если бы г с = 0 (л 0 = <»), то т = 3, как и в однородной модели (разд. 8.1) или 
в слоевой модели (разд. 2.1). Из соотношения (13.28) следует, что т > 3 при 
л 0 > 1 и г/г 0 = 1 (скажем, 0,95 s r/r Q <, 1, как для цефеид и переменных типа 
RR Лиры). Значение m = 12 соответствует л 0 = 1,2; авторы модели приводят 
доводы, что такие значения могут соответствовать реальным пульсирую¬ 
щим звездам, в которых эффективно пульсируют только самые внешние слои 
(разд. 8.12в). С физической точки зрения в тонком слое газа, расположенном 
над жесткой сферой, малое изменение внешнего радиуса будет оказывать от¬ 
носительно большое влияние на среднюю плотность газа в слое. 

Подставляя уравнения (13.25) и (13.27) в (13.24), получаем окончательное 
уравнение движения, используемое для данной модели 

ѵѵ = (GM/rl)[K/w n - l/w 2 ], (13.29) 

где w ш r/r Q , п = тГ 1 — 2 и предполагается, что К можно представить в виде 
функции только от малой величины (1 — w). Отметим, что п = ЗГ, — 2 при 
т = 2 (однородная модель) и л = 18 при т = 12 и Г, = 5/3 (такое значение л 
обычно используют в численных оценках). Как следует из обсуждения в разд. 
8.1, условие динамической устойчивости, т.е. условие существования осцил¬ 
лирующих решений, состоит в том, что л > 2. 

Радд и Розенберг предложили рассматривать фазы расширения и сжатия 
при пульсациях как количественно различные. Некоторым обоснованием та¬ 
кого предположения авторы модели считают анализ траектории в фазовой 
плоскости для звезды 5 Цефея: расширение и сжатие происходят, по- 
видимому, относительно различных значений равновесного радиуса, причем 
при расширении равновесный радиус больше, чем при сжатии. 
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Поэтому в функциональной зависимости для величины К использовались 
различные параметры для каждой из двух этих фаз. Конкретный вид зависи¬ 
мостей, которые были окончательно приняты, таков: 

К е = Е 0 + Е 2 ( 1 - ѵѵ) 2 , (13.30а) 

К с =С 0 + С 2 ( 1 - и-) 2 , (13.306) 

где индексы ей с относятся соответственно к фазам расширения и сжатия. 
Ниже будут приведены некоторые доводы в поддержку таких функциональ¬ 
ных зависимостей и рассмотрены значения постоянных. 

Предполагается, что переход от одного из уравнений (13.30) к другому 
происходит скачкообразно в конце очередной фазы расширения или сжатия. 
Однако величины w и ѵѵ считаются при движении непрерывными. Следова¬ 
тельно, ускорение tv, а поэтому и суммарная сила, действующая на зону, из¬ 
меняются скачкообразно в конце каждой фазы расширения или сжатия. 



рис. 13.1. Фазовая траектория для осциллятора, который скачкообразно переключа¬ 
ется с одного «центра» (Е д > 1) в фазе расширения на другой «центр» (С д < 1) в фазе 
сжатия. 

Предположение о различных равновесных радиусах для двух полуперио- 
дов пульсаций означает, что 

£ 0 >1>С 0 . (13.31) 

Справедливость неравенств (13.31) легко доказать, если положить в уравне¬ 
нии (13.29) w = 0, а затем найти его решение, скажем tv = tv 0 . Если прене¬ 
бречь в уравнениях (13.30) квадратичными членами, то это равносильно пред¬ 
положению о малых колебаниях относительно значения tv = 1. А тогда, за¬ 
мечая, что в фазе расширения tv Q больше, чем в фазе сжатия, мы получаем не¬ 
равенства (13.31). Таким образом, положительные силы, направленные нару¬ 
жу, в течение фазы расширения непосредственно после момента минимума 
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радиуса (когда скорости положительны) действуют на большем расстоянии, 
чем в течение фазы сжатия непосредственно перед моментом минимума ра¬ 
диуса (когда скорости отрицательны). Квадратичная зависимость К е и К с от 
(1 — ѵѵ) была выбрана в соответствии с требованием [см. выражение (13.26)], 
чтобы К никогда не было отрицательно. Из тех же соображений все величи¬ 
ны Е 0 , Е 2 , С 0 и С 2 в выражениях (13.30) должны быть положительны. 

Авторы показывают, что в пределе малых амплитуд, когда в выражениях 
для К е и К с можно пренебречь квадратичными членами, условие Е 0 > С 0 ве¬ 
дет к нарастанию амплитуды, т.е. к самовозбуждению пульсаций. Этот вы¬ 
вод легче всего понять с помощью представления о траектории в фазовой 
плоскости (рис. 13.1). В течение фазы расширения точка Е 0 > 1 служит «цент¬ 
ром» для данного полупериода, а в течение второго полупериода — фазы 
сжатия — «центром» является точка С 0 < 1. Ясно, что такое последователь¬ 
ное переключение с одного центра на другой ведет к увеличению амплитуды 
колебаний. 

Отметим, что условие Е 0 > С 0 можно также интерпретировать на приме¬ 
ре осциллятора, в котором возвращающая сила немного запаздывает относи¬ 
тельно фазы максимального смещения. В пределе малого запаздывания рас¬ 
смотрение величин К как постоянных эквивалентно предположению, что в 
течение каждого полупериода движение является адиабатическим; но в каж¬ 
дой точке поворота оно на бесконечно малое время становится неадиабатиче¬ 
ским, причем в момент минимума радиуса в зону поступает больше энергии, 
чем отводится в момент максимального расширения. Поэтому (цитируя ав¬ 
торов) модель является «кусочноконсервативной», но «неконсервативной в 
целом». 

Ограничение амплитуды и установление стационарного режима пульсаций 
обусловлено в рассматриваемой модели неадиабатическими квадратичными 
членами в выражениях для К [см. формулы (13.30)]. Довольно сложным пу¬ 
тем доказывается, что необходимым и достаточным условием существова¬ 
ния устойчивого предельного цикла для этой модели является условие 
С 2 > Е ѵ Физически это условие приблизительно соответствует требованию, 
что неадиабатические эффекты во время, например, значительного смещения 
вглубь должны вызывать относительное увеличение возвращающей силы 
(направленной наружу), когда газ движется внутрь к состоянию с минималь¬ 
ным радиусом, и относительное уменьшение возвращающей силы (направ¬ 
ленной внутрь), когда газ расширяется из указанного состояния (при значи¬ 
тельном смешении наружу верно обратное). 

Существование предельного цикла можно также понять с помощью вве¬ 
денных Раддом и Розенбергом потенциальных кривых, которые по существу 
являются первыми интегралами уравнения движения (13.29). Эти первые ин¬ 
тегралы можно написать в виде 

w 2 /2 = - V + const, (13.32) 

где 


V • -(GM/r$\(K/w n - 1 /w 2 )dv 


( 13 . 33 ) 
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Авторы в своей работе приводят явные соотношения, соответствующие при¬ 
нятым функциональным зависимостям для К [см. формулы (13.30)]. Пересе¬ 
чение одной из кривых K(w) с линией, параллельной оси w и соответствующей 
заданной полной энергии, дает точки поворота, в которых w =^0. Соответст¬ 
вующие потенциальные кривые для малых амплитуд, скажем Ѵ е и Ѵ с , можно 
получить из этих соотношений, полагая в них Е 2 = С 2 = 0. 

В работе Радда и Розенберга [470] представлены такие потенциальные 
кривые V(w) для малых амплитуд. Следует отметить, что всегда Ѵ е > Ѵ с и 
что разность Ѵ е — Ѵ с увеличивается с уменьшением w от значения w = 1 и па¬ 
дает с ростом w от этого значения. Приведенные авторами рисунки ясно по¬ 
казывают нарастание амплитуды колебаний. Очевидно, что в случае потен¬ 
циальных кривых такого рода не существует предельного цикла и амплитуда 
колебаний неограниченно возрастает. 



рис. 13.2. Кривые потенциальной энергии (схема) для больших амплитуд (Е 2 ф 0, 
С г Ф 0) в случае, когда возможно существование предельного цикла (С 2 > Е 2 ) [470]. 

Потенциальные кривые Ѵ е и Ѵ с , схематически изображенные на рис. 13.2 
(заимствованном из [470]), показывают для случая С 2 > Е г влияние квадра¬ 
тичных неадиабатических членов при больших амплитудах: при сжатии кри¬ 
вая Ѵ с искажается сильнее, чем кривая Ѵ е . При С 2 > Е 2 искажение таково, что 
кривая Ѵ { становится круче. Это свидетельствует о наличии при значительных 
смещениях вглубь большей возвращающей силы во время сжатия, чем во вре¬ 
мя последующего расширения, что подтверждает качественные рассуждения, 
приведенные выше. Прямые линии показывают движение осциллятора и по¬ 
следовательные точки поворота и»,, w 2 , w 3 , ... .Ясно теперь, что существует 
предельный цикл, имеющий последовательные точки поворота Wj(< 1) и 
ѵѵ 2 (> 1), которые не меняются с течением времени. Для этого предельного 
цикла в максимуме расширения отводится такое же количество энергии, ка¬ 
кое поступает в максимуме сжатия. 

С помощью подходящего выбора значений Е 0 , С 0 , Е 2 и С 2 авторам удалось 
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получить хорошее согласие с траекторией в фазовой плоскости для звезды 
6 Цефея. 

В целом рассмотренная модель очень наглядна, особенно с математичес¬ 
кой точки зрения. 


13.3. Модель Стеллингверфа 

Модель Стеллингверфа [545] является, по существу, развитием и обобщением 
однозонной модели Бейкера и обладает некоторыми свойствами модели 
Радда — Розенберга. Стеллингверф [545] провел как линейные, так и нели¬ 
нейные расчеты колебаний своей модели. 

Модель Стеллингверфа отличается от однозонной модели Бейкера в двух 
главных аспектах. Во-первых, соотношение между плотностью р газа в слое 
и радиусом г тонкой свободно растяжимой мембраны, которая удерживает 
газ, такое же, как в модели Радда — Розенберга [см. формулы (13.27) и 
(13.28)]. Следовательно, в линейной теории соотношение между относитель¬ 
ными вариациями Ьр/р плотности газа (ниже мы будем отбрасывать индекс О 
у равновесных величин) и относительными радиальными смещениями Ьг/г 
мембраны имеет в данном случае вид Ьр/р = — mbr/r, где т (^ 3) полностью 
определяется отношением п 0 равновесного радиуса мембраны к радиусу 
жесткого ядра [см. выражение (13.28')]. В однозонной модели Бейкера 
т = 3. 

Во-вторых, Стеллингверф в явном виде учитывает вариацию 6L, светимо¬ 
сти на нижней границе слоя. Кроме того, он пренебрегает выделением термо¬ 
ядерной энергии (е = 0) и использует следующее приближение: 

Ь(е - Ы/дт) = - (L 0 /Am)(5L/L r - bL/LJ, (13.34) 

где Ат — масса слоя, L 0 — равновесная светимость модели, a bL/L r — отно¬ 
сительная вариация светимости на верхней границе слоя. Стеллингверф ис¬ 
пользует такой же закон непрозрачности, как в однозонной модели Бейкера, 
и поэтому в линейной теории относительные вариации непрозрачности опре¬ 
деляются выражением (13.2). Вследствие того, что рассматривается только 
лучистый перенос, 6L/L r в линейной теории дается соотношением (13.18). 
Кроме того, принимается уравнение состояния идеального газа, т.е. в выра¬ 
жении (13.3) полагается х„ = Хт = !• 

Затем Стеллингверф пренебрегает пространственными производными 
остальных пульсационных переменных, объединяет линеаризованные урав¬ 
нения и получает кубическое уравнение для собственной частоты <ѵ (все пуль- 
сационные переменные зависят от времени по закону е л1 ). Это кубическое 
уравнение совершенно аналогично уравнению, полученному Бейкером [31], за 
исключением отмеченных выше обобщений. Стеллингверф вводит параметр 
неадиабатичности f, который следующим образом связан с параметром неа- 
диабатичности Бейкера К в [см. формулу (13.9)]: 

А- в = ЯЗГ, _ 4) І/ Ѵ[ 1 г(Г 3 - 1)] « f. (13.35) 

Коэффициент пропорциональности обычно близок к единице, поэтому f < 1 
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соответствует адиабатическому пределу, f > 1 — неадиабатическому преде¬ 
лу, a f - 1 — промежуточному случаю умеренных отклонений от адиабатич- 
ности. 

На основе кубического уравнения Стеллингверф получает затем необходи¬ 
мые условия устойчивости, требуя, чтобы Re(6) < 0. При этом он принимает 
5L ( = 0. Условие динамической устойчивости оказывается следующим: 

тГ, - 4 > 0; (13.36) 

оно является вполне естественным обобщением условия Бейкера (13.11). Ус¬ 
ловие вековой устойчивости имеет вид 

4 + тп + (т - 4)(г + 4) > 0 (13.37) 

иприт = 3 сводится к условию (13.15) (напомним, что Стеллингверф прини¬ 
мал х = х Т = 1). Наконец, условие пульсационной устойчивости таково: 

4(Г 3 — 1) + ИГ 3 - 1) - п) - 4/т • А' > 0; (13.38) 

это соотношение служит и определением величины Л'. При т = 3 это усло¬ 
вие сводится к условию Бейкера (13.17). Неравенства (13.36) и (13.38) остают¬ 
ся справедливыми также и при \ р * Ху * І И наконец, вариации светимости 
в квазиадиабатическом приближении определяются из соотношения (13.18) 
(6L/^r)ad= А'(ДР/Р). (13.39) 

Физическая интерпретация всех трех основных членов в левой части нера¬ 
венства (13.38) точно такая же, как в однозонной модели Бейкера. Однако, 
поскольку т ^ 3, «эффект радиуса» в модели Стилленгверфа может быть 
меньше, чем в модели Бейкера. 

Как указал Стеллингверф [549, 550], вследствие относительно малых зна¬ 
чений т для звезд типа 5 Щита и /3 Цефея у них механизм скачка непрозрачно¬ 
сти оказывается более эффективным, чем у звезд с высокой концентраи 
вещества к центру, таких, как цефеиды, для которых т относительно вег 

Кроме того, ясно, что проведенный в разд. 13.1 анализ однозонной моде¬ 
ли Бейкера с помощью интеграла С полностью применим и к модели Стел- 
лингверфа. Следовательно, соответствующее обобщение условия (13.23) для 
пульсационной устойчивости (если 5L, = 0) заключается лишь в замене ци¬ 
фры 3 в этом выражении на т. 

Вероятно, одним из наиболее интересных моментов в статье Стеллингвер- 
фа [545] является обсуждение фазового запаздывания в его модели. В наших 
обозначениях это обсуждение можно представить следующим образом. 

Используя уравнение (13.18) для вариаций светимости в случае лучистого 
переноса, можно выразить величину 5L/L r через т, п, 5р/р 0 и ЬТ/Т. С другой 
стороны, ЬТ/Т определяется уравнением энергии (5.346) с учетом того, что 
все пульсационные переменные зависят от времени по закону ехр[ісо/]. Ис¬ 
пользуя в уравнении энергии приближение и записывая ш = 2іг/П 
(П — период), можно выразить ЬТ/Т через Г 3 , f (параметр неадиабатично- 
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сти Стеллингверфа), bL/L r и 5 L/L 0 . Исключая из обоих этих уравнений ST/T 
и разрешая полученное уравнение относительно Ы/Ь г , имеем 

6L/L, = { 2жі/{2жі + (s + 4)r]j(5L/L r ) ad + 

+ (j + 4)f/[2« + <5 + 4)f]) (5L/Lo). (13.40) 

Это уравнение связывает относительные вариации bL/L r энергии, теряемой 
в единицу времени в виде излучения, выходящего с внешней границы слоя, с 
квазиадиабатической оценкой (6L/Z. r ) ad (см. соотношение (13.39)] и с относи¬ 
тельными вариациями 5L/L 0 энергии, приходящей в единицу времени на 
нижнюю границу слоя; последние совпадают с относительными вариациями 
энергии, выходящей из жесткого ядра. 

Рассмотрим сначала случай 6L I = 0 (постоянная светимость на нижней 
границе слоя). Тогда из (13.40) следует, что в адиабатическом пределе (f — 0) 
6L/L r - (8L/L r ) ad . (13.41) 

Если же, кроме того, слой способствует возбуждению пульсаций, то Л' <0 
(см. выше) и (8L/L r ) ad будет достигать максимума при минимуме Ьр/р [излу¬ 
чение запирается в слое, когда он сильнее всего сжат; см. разд. 9.1 и соотно¬ 
шение (13.39)]. Если под «фазовым запаздыванием» понимать отставание по 
фазе максимального значения б L/L r относительно минимального Ьг/г, то в 
рассматриваемом случае фазовое запаздывание составляет 180°. 

Для промежуточного значения f, скажем f = 2ir/(s + 4) * 1, имеем 

6L/L r = [//(* + l)](5L/i. r)ad (,3.42) 

Если Л' < 0 (слой пульсационно неустойчив), то (SL/L r ) ai < 0 при б р/р > 0, 
и данный случай соответствует фазовому запаздыванию на 135°. 

Наконец, в неадиабатическом пределе (f ► 1) имеем 

б L/L r - [2 vt/<? + 4)f](6 L/L r ) ad - 0. (13.43) 

Если Л' < 0, то этот случай соответствует фазовому запаздыванию на 90° 
при исчезающе малых вариациях светимости (последнее обстоятельство от¬ 
ражает эффект неизменности вариаций светимости в пространстве (см. разд. 
9.1). 

Таким образом, в рассматриваемом случае, когда б/, ( = 0 и слой возбужда¬ 
ет пульсации (Л' < 0), вариации выходящего излучения (если представлять их 
в виде вектора в комплексной плоскости, положительная вещественная полу¬ 
ось которой направлена вдоль Ьр/р , или — б г/г) лежат в третьем квадранте. 
Если j” < 1, то вектор bL/L r почти совпадает с отрицательной вещественной 
полуосью, его величина приблизительно равна I (6L/L r ) ad l . При увеличении f 
этот вектор вращается против часовой стрелки и укорачивается, асимптоти¬ 
чески приближаясь при больших f к отрицательной мнимой полуоси и умень¬ 
шаясь при этом до нуля по абсолютой величине. 

Можно отметить, что для заданных массы и равновесной светимости ус¬ 
ловие f < 1 соответствует высоким, a f ► 1 — низким эффективным темпе¬ 
ратурам. 
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Рассмотрим теперь случай 5L, ф 0. Если предположить, что все затухание 
происходит в более глубоких относительно исследуемого слоя областях, то 
5 Lj/L 0 должно быть максимально примерно при наибольшем значении Ър/р. 
Предположим, следуя Стеллингверфу, что это условие выполняется, так что 
вектор 6Lj/L 0 в точности совпадает с положительной вещественной полу¬ 
осью комплексной плоскости. Тогда при f < 1 вектор, представленный вто¬ 
рым членом в правой части соотношения (13.40), направлен почти точно 
вдоль отрицательной мнимой полуоси и имеет очень малую величину I [($ + 
+ 4)f/(2ir/)]5L/Z, 0 l . С ростом ("он вращается против часовой стрелки и увели¬ 
чивается, асимптотически приближаясь при больших f к положительной ве¬ 
щественной полуоси, на которой его величина становится равной 1 6L/L 0 1. 
Следовательно, этот вектор всегда лежит в четвертом квадранте (рис. 13.3). 
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рис. 13.3. Относительная вариация светимости &L r /L r на внешней границе однозон¬ 
ной модели Стеллингверфа. Предполагается, что относительная вариация плотности 
Ьр/р (или -Ьг/г) описывается вектором, направленным вдоль положительной вещест¬ 
венной полуоси (не показан). Кваэиадиабатическая вариация светимости (Ь L r /L r ) i(j и 
относительная вариация светимости (5Z, f /X. 0 ) на внутренней границе модели представ¬ 
лены сплошными векторами, направленными соответственно вдоль отрицательной и 
положительной вещественной полуоси. Изображенная ситуация соответствует воз¬ 
буждению пульсаций в слое и затуханию в недрах (см. текст). Символами 1 и 2 обозна¬ 
чены соответственно первый и второй члены в правой части уравнения (13.40), пока¬ 
занные штриховыми векторами. Сплошные векторы обозначают SL r /L r , т.е. сумму 
штриховых векторов. Все векторы схематически соответствуют случаям: а — малым 
отклонениям от адиабатичности, f < 1; б — промежуточной неадиабатичности, 
f - 1; в — сильной неадиабатичности, f ► 1, где f — параметр неадиабатичности 
Стеллингверфа [формула (13.35)]. 
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Рассматривая затем векторную сумму обоих членов в правой части урав¬ 
нения (13.40), мы видим, что в адиабатическом пределе (f < 1) bL/L r ~ 
* (6L/Z, r ) ad и имеет знак, противоположный Ьр/р (вариации светимости на 
внутренней границе не влияют на вариации выходящего излучения). В неадиа¬ 
батическом пределе (f ► 1) bL/L r * bL/L 0 и имеет тот же знак, что и Ьр/р 
(вариации выхо іящего излучения соответствуют вариациям светимости на 
внутренней границе; теплоемкость слоя настолько мала, что газ в нем не 
может модулировать проходящий сквозь него поток излучения). Для проме¬ 
жуточных значений 1) величина bL/L r определяется суммой двух векто¬ 
ров, один из которых лежит в третьем квадранте, а другой — в четвертом. В 
этом случае результирующий вектор будет лежать, очевидно, ближе к отри¬ 
цательной мнимой полуоси, т.е. будет иметь фазовое запаздывание ближе к 
90°, чем любой из двух векторов по отдельности, что и показано на рис. 13.3. 
При подходящих длинах этих векторов результирующий вектор в случае 
f - 1 может оказаться вблизи отрицательной мнимой полуоси. Стеллинг- 
верф приводит доводы в пользу того, что длины указанных векторов дейст¬ 
вительно таковы, что при f - 1 результирующий вектор соответствует фазо¬ 
вому запаздыванию, очень близкому к 90°, если длина вектора ( 6L/L ^ выби¬ 
рается такой, чтобы затухание в недрах приблизительно уравновешивало 
возбуждение в слое. 

Таким образом, в модели Стеллингверфа фазовое запаздывание вариаций 
выходящего излучения примерно на 90° обусловлено совместным действием 
затухания в недрах и возбуждения в слое. А это как раз те условия, которые 
требуются в упрощенной картине фазового запаздывания, представленной 
Кастором (гл. 11). 

Стеллингверф [545] провел также нелинейные расчеты для своей модели. 
Они удивительно точно подтвердили предполагаемые оценки, полученные на 
основе линеаризованного подхода (см. выше), а также выявили другие 
свойства, которые мы здесь не будем подробно рассматривать. Однако мож¬ 
но отметить, что в модели Стеллингверфа отсутствует какое-либо «насыще¬ 
ние» механизма возбуждения: предполагается, что все затухание происходит 
в более глубоких относительно исследуемого слоя областях звезды. Поэтому 
в отличие от модели Радда — Розенберга модель Стеллингверфа не имеет 
«встроенного механизма» ограничения амплитуды пульсаций. 

Тем не менее рассчитанные Стеллингверфом кривые блеска в некоторых 
случаях качественно очень сходны с реальными кривыми блеска многих це¬ 
феид и переменных типа RR Лиры (см., например, [429]). 

Неясно, какие детали реальных кривых блеска можно во всех случаях свя¬ 
зать (как в модели Стеллингверфа) непосредственно с физическими свойства¬ 
ми простой однозонной модели. Но тем не менее такая модель поучительна и 
дает, по-видимому, ряд полезных разъяснений, касающихся физической сущ¬ 
ности явления пульсаций. 

13.4. Модель Кастора 

Основной целью модели Кастора [67] (эти неопубликованные заметки ис¬ 
пользуются с любезного согласия автора) было исследование проблемы 
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ограничения амплитуды в системах с мягким самовозбуждением (смысл тер¬ 
мина «мягкий» разъяснен в разд. 5Л). Детальные численные расчеты показа¬ 
ли (ссылки см., например, в [133]), что такое ограничение амплитуды являет¬ 
ся типичной (если не непременной) особенностью расчетов и, по-видимому, 
имеет место в реальных звездах. 

Сначала Кастор на основе общего нелинейного уравнения энергии [см., на¬ 
пример, (4.52)] отмечает, что при адиабатическом движении [когда правая 
часть уравнения (4.52) равна нулю] возможны пульсации с произвольной ам¬ 
плитудой. Поэтому он делает вывод, что главные физические причины огра¬ 
ничения амплитуды следует искать, вероятно, в нелинейности неадиабати¬ 
ческой части движения. Это заключение согласуется с действием механизма 
ограничения амплитуды в модели Радда — Розенберга (разд. 13.2). 

Далее Кастор отмечает, что общее нелинейное неадиабатическое уравне¬ 
ние третьего порядка в частных производных, описывающее движение сфери¬ 
ческой поверхности с заключенной внутри нее массой т [уравнение (6.13)], со¬ 
держит в правой части все явные неадиабатические эффекты. Поэтому он 
предлагает линеаризовать, по существу, только левую часть этого уравнения, 
а правую часть разложить на линейный член и член более высокого порядка, 
в качестве которого он выбирает член третьего порядка малости. 

Для простоты Кастор отбрасывает пространственные производные в ле¬ 
вой части уравнения (6.13), т.е. фактически использует однозонную модель. 
Полученное им дифференциальное уравнение третьего порядка (по времени) 
имеет такой же вид, как уравнение (13.49). Кастор исследует это уравнение с 
помощью метода двухмасштабных разложений, описанного в [107]. 

Следуя Кастору, мы также примем здесь однозонную модель, а именно 
модель, подобную изученной Ашером и Уитни [596] и Раддом и Розенбергом 
[470]. Уравнение движения модели идентично уравнению (13.24). 

Продифференцируем уравнение (13.24) по времени и исключим произво¬ 
дную dP/dt с помощью уравнения энергии, например, в форме (4.30а), где 
dq/dt дается формулой (4.40). Производную dp/dt(mp) выразим через 
dr/dt(mr), используя соотношение 


р/р = - m(r)r/r. 

(13.44) 

т(г) • [3 nl/(n 3 0 - Щг/г^Ѵро), 

03.45) 


а п 0 = г^г с — отношение равновесного, или статического, радиуса свободно 
растяжимой внешней мембраны к радиусу жесткого ядра (мы используем 
здесь те же обозначения, что и в разд. 13.2). В результате получаем следую¬ 
щее нелинейное уравнение: 

г + гг[/п(г)Г, - 2]/г + г [т(г) Г, - r)GM г/г 3 = 

= (4тг 2 /^)р(Г 3 - 1)(е - 5L/dm), (13.46) 

где J / — масса газа в зоне (ср. с разд. 13.2), алв правой части (и только в 
этом уравнении) — массовая переменная. Уравнение (13.46) служит для на- 
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шей однозонной модели аналогом уравнения (6ЛЗ). Видно, что все явные неа¬ 
диабатические эффекты содержатся в правой части уравнения. 

Теперь, в соответствии с выводами Кастора (см. выше), линеаризуем 
только левую часть уравнения (13.46). При этом будем считать, что невозму¬ 
щенная модель находится в гидростатическом равновесии (r 0 = 0) и что пока¬ 
затель адиабаты Г] = const. Одновременно определим характеристическую 
угловую частоту ы 0 : 

“О - [<№ - 4)GM/rfi ' л , (13.47) 

где т 0 — значение т для невозмущенной модели. Предположим, что 
Г] ^ 4 /т 0 , тогда ш 0 чисто вещественно. Наконец, введем новое безразмерное 
время 

Г = ш 0 1. (13.48) 

Используя V в качестве временной переменной, мы тем самым измеряем вре¬ 
мя в единицах П/2т <период П = 2тг/а>д); другими словами, мы рассматрива¬ 
ем единичную безразмерную угловую частоту. 

Следуя Кастору, разложим теперь правую часть уравнения (13.46) на ли¬ 
нейный член и член третьего порядка относительно £ * Ьг/г. Опуская здесь и 
далее штрихи у новой временной переменной, мы можем записать уравнение 
(13.46) в следующем виде: 

d\/dt* + d^/dt + е(£ - Q£ 3 ) = 0, (13.49) 

где безразмерная величина е предполагается малой (не путать со скоростью 
генерации термоядерной энергии на единицу массы), a Q — параметр, значе¬ 
ние которого определяет вклад кубического члена (Кастор использовал Q = 
= 1). Уравнение (13.49) имеет тот же вид, что и уравнение, изученное Касто¬ 
ром (см. выше). Займемся теперь исследованием его решений, предельных 
циклов и т.д. 

Сначала рассмотрим линейный режим, характеризуемый тем, что Q = 0 и 
І£І < 1. Предполагая, что £ ос ехр [шг], получаем из (13.49) кубическое урав¬ 
нение относительно и, которое имеет следующие решения: 

и = ± 1 - іе/ 2 + 0(е 2 ). (13.50) 

В этом случае решение уравнения (13.49) показывает, что при е > 0 пульсации 
самовозбуждаются, т.е. зона колебательно неустойчива (такой случай нам 
уже известен; см. гл. 9). 

Важно отметить здесь, что колебания происходят с одним характерным 
временем / — 1, а нарастание колебаний — с другим et — 1. Поэтому, следуя 
Кастору (см. выше), мы введем в явном виде две временные переменные, как 
в работе [107], и рассмотрим их как две независимые переменные. Одна из 
них — обычное время пульсаций t, а другая — мера нарастания амплитуды; 
обозначим ее Г и определим соотношением 


Г* et. 


(13.51) 
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Допустим теперь, что к можно представить в виде ряда 

к = F 0 (t, і) + £ F,(t, t) + 0(е 2 ), (13.52) 

где все F,{/, 7) предполагаются периодическими по С С помощью уравнения 
(13.52) можно выразить величины к, dk/dt и т.д. через F 0 , dFg/dt, dFg/dt, ... и 
Fp dF x /dt, dF x /dt, ... и т.д. Тогда дифференциальное уравнение (13.49) можно 
записать в виде 

d 3 Fg/dt 3 + dFf/dt + е( 3d 3 Fg/dt 2 dF + dFg/dt + 

+ F 0 - QF\ + d 3 F x /dt 3 + dF x /dt) + 0(e 2 ) - 0. (13.53) 

Последовательно приравнивая теперь коэффициенты при е°, е 1 и т.д. нулю, 
получаем следующую систему уравнений 

d 3 Fg/dt 3 + dFg/dt = 0, (13.54) 

d 3 F x /dt 3 + 3F x /dt = - 3 b 3 F^3t 2 dt - dFg/df - F 0 + QF 3 (13.55) 
и так далее. 

Уравнение (13.54) описывает линейные адиабатические колебания. Его об¬ 
щее решение имеет вид 

F 0 = А (/) cos t + B(t) sin t + С(Г), (13.56) 

где коэффициенты Л,йиСв общем случае зависят только от /. Уравнение 
(13.56) можно также записать в виде 

F 0 =R v \t) cos [t + ФШ + C(t), (13.57) 

где , , 

R s A 2 + B 2 , (13.58) 

а ф — фаза (не имеющая конкретного физического смысла), значение кото¬ 
рой зависит от значений А и В. Идея метода состоит в том, чтобы использо¬ 
вать выражение (13.56) для вычисления правой части уравнений(13.55), и т.д. 

Таким образом можно вычислить F 0 , Fg, а также различные частные про¬ 
изводные от F 0 , и они включают в себя произведения cos°f, cos 1 /, cos 2 / или 
cos 3 / и sin 0 /, sin 1 /, sin 2 / или sin 3 /. С помощью тригонометрических тождеств 
(приведенных в [107, р. 92]) можно выразить эти степени и произведения че¬ 
рез тригонометрические функции от величин, кратных /. Подставляя эти вы¬ 
ражения в дифференциальное уравнение (13.55), получаем 
d 3 F x /dt 3 + dF x /dt = 2(dA/di) cos / + 2(dB/dt) sin/ - dC/dt - 
— A cost — В sin / — C + 3Q[V*A 3 + V*AB 2 + ^4C 2 ] cost + 

+ 3Q[V*B 3 + 'АА 2 В + ВС 2 ] sin / + Q[ViA 2 C + ViB 2 C + C 3 ] + 

+ 'AQIA 3 - ЗАВ 2 ] cos 3/ + 3 AQ[A 2 B - fi 3 ] sin 3/ + ViQlA^ - B 2 C]cos 2/ + 
+ 3Q ABC sin 2/. (13.59) 

Далее, если бы коэффициенты в уравнении (13.59) при cos /, sin / и членах, 
не зависящих от /, в совокупности не обращались в нуль, то величина F, не 
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была бы периодической по t, как предполагается. С другой стороны, коэффи¬ 
циенты при cos 3 1, sin 3 1, cos 2t и sin 2t в правой части (13.59) не обязательно 
обращаются в нуль. 

Таким образом, приравнивание нулю суммы коэффициентов при cos t, sin t 
и членах, не зависящих от Г в правой части уравнения (13.59), дает три условия 
для периодичности величины F 1 по /. Эти три условия представляют собой 
три дифференциальных уравнения относительно t для трех величин A (F), В(і), 
и C(F) [см. выражение (13.56)]. Два из этих дифференциальных уравнений лег¬ 
ко объединить в одно относительно величины R(l), определенной соотноше¬ 
нием (13.58). В результате имеем два следующих дифференциальных уравне¬ 
ния: 

dR/di- R + 3Q[R 2 /4 + RC 1 ] = 0, (13.60) 

dC/dt + С - Q[YiRC + С 3 ] = 0. (13.61) 

Эти уравнения описывают нарастание колебаний с точностью до 1-го поряд¬ 
ка относительно е. 

Осциллятор будет совершать установившиеся колебания (предельный 
цикл), если dR/dt = 0 и dC/dt = 0, и в таком случае движение будет строго 
периодическим, а нарастание колебаний прекратится. Существуют четыре 
решения уравнений (13.60) и (13.61) при dR/dt = Ои dC/dt = 0, которые соот¬ 
ветствуют (в принципе) четырем предельным циклам: 

I. R = О, С = О, 

II. С = О, R = 4/(30); 

III. R = О, С = ±1/Q*; 

IV. R = 8/(150, С = ± 1/(50 І/г . 

Предельный цикл I представляет собой статический случай (£ = 0). Оче¬ 
видно, что этот случай является предельным циклом, хотя и вырожденным. 
Предельный цикл III соответствует случаю постоянного смещения, что непо¬ 
средственно следует из исходного дифференциального уравнения (13.49). 

Но являются ли все эти четыре предельных цикла устойчивыми? Если 
какой-либо из них неустойчив, то он осуществляется в природе лишь на неко¬ 
торое время, если вообще осуществляется. Чтобы исследовать устойчивость 
предельных циклов, вернемся к дифференциальным уравнениям (13.60) и 
(13.61) для скоростей изменения, характеризующих амплитуду параметров/? 
и С, и линеаризуем их относительно соответствующих значений R и С для 
предельных циклов (ниже будем обозначать эти предельные значения индек¬ 
сом 0). Полученные линеаризованные уравнения запишем в виде одного мат¬ 
ричного уравнения 

dX/dt = JX, (13.62) 

где 

'-©■ 


(13.63) 
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Величина 5Я, например, — это разность между реальным значением R и зна¬ 
чением R 0 для предельного цикла. 

Определяя затем собственные значения матрицы JF, получаем ответ на во¬ 
прос об устойчивости предельных циклов. Если Ѵ і — собственный вектор 
матрицы JY, соответствующий собственному значению Х ( , то 

= Х,К ( , (13.65) 

Решение уравнения (13.62) для произвольного момента времени і равно 

Яй= Е« ( К/пр|М. 03.66) 

где а, — постоянные коэффициенты (мы пренебрегаем здесь возможностью 
того, что некоторые X, могут быть равны друг другу; в таком случае соот¬ 
ветствующие величины ctjVj следовало бы заменить полиномами по і). Со¬ 
бственные значения матрицы .^получаются из решения характеристического 


где прямые скобки означают определитель соответствующей матрицы, при¬ 
чем X — это число, а — единичная матрица. Если в уравнение (13.67) под¬ 
ставить выражение (13.64) для матрицы ^ то получается простое квадрат¬ 
ное уравнение относительно собственного значения X. Решение этого уравне¬ 
ния имеет вид 

X = ± (1 - 3 QR 0 + V*Q 2 Rl - 6QC 2 0 + 9Q 2 C$ Vl . (13.68) 

Корни уравнения (13.67) либо чисто вещественные, либо чисто мнимые. Сле¬ 
дует отметить, что существование положительного вещественного значения 
X сразу означает неустойчивость. 

Можно показать, что устойчивым является только предельный цикл IV, и, 
по-видимому, именно он может осуществляться в природе (если £ > 0). С 
точностью до первого порядка относительно е этот предельный цикл харак¬ 
теризуется смещением 

£ = (8/150' /2 cos (t + ф)± 1/(5 0)' л + £F y (t, І), (13.69) 

где/ 7 ! определяется, как и выше, членами ближайшего более высокого поряд- 


Отметим, что е вообще не появляется в нулевом приближении предельно¬ 
го цикла; е определяет только время (~е -1 периодов), необходимое для до¬ 
стижения этого предельного цикла. Отметим также, что, как и следует ожи¬ 
дать, предельный цикл зависит от Q (коэффициента, определяющего вклад 
членов третьего порядка в выражении для £): амплитуда предельного цикла 
увеличивается с уменьшением Q. Наконец, укажем, что с точностью до нуле¬ 
вого порядка относительно е не происходит никаких изменений периода. 
Этот результат справедлив только при определенной амплитуде, поскольку, 
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как отмечено выше, только решение нулевого порядка является решением ли¬ 
нейного адиабатического волнового уравнения. 

Предельные циклы других осцилляторов были рассмотрены Мелвином в 
ряде неопубликованных исследований [368]. 

Конечно, в случае реальной звезды ситуация оказывается несравненно бо¬ 
лее сложной. Неясно даже, насколько хорошо рассмотренная однозонная мо¬ 
дель (или вообще любая однозонная модель) описывает реальную звезду. 
Единственной точкой соприкосновения с действительностью служит, вероят¬ 
но, то, что в моделях реальных пульсирующих звезд, по-видимому, часто 
устанавливается режим колебаний типа предельного цикла. Устойчивость 
подобных режимов исследовал Стеллингверф [546, 547]. 



Часть III 


НЕРАДИАЛЬНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ЗВЕЗД 


В этой части мы будем изучать более общие виды колебаний, чем чисто ради¬ 
альные пульсации, рассмотренные вч. II.Смещение типичного элемента мас¬ 
сы из невозмущенного положения может теперь происходить в произволь¬ 
ном направлении, а не обязательно вдоль радиус-вектора, проведенного из 
центра звезды. Поэтому для полного определения такого смещения требуют¬ 
ся три числа вместо одного, достаточного в простом случае чисто радиаль¬ 
ных пульсаций. В результате теория нерадиальных колебаний оказывается 
значительно более сложной, чем теория радиальных пульсаций. В основном 
по этой причине первая из теорий разработана гораздо менее детально, чем 
вторая. Однако благодаря своей общности теория нерадиальных колебаний 
потенциально дает значительно лучшее приближение к реальным колебаниям 
звезд, и поэтому она гораздо эффективнее, чем более простая и ограниченная 
теория чисто радиальных пульсаций. Например, в рамках данной теории мо¬ 
гут быть учтены такие эффекты (например,вращение или магнитные поля 
звезд), которые, возможно, приводят к появлению в звезде некоторого пред¬ 
почтительного направления. 

Однако в этой части книги мы будем заниматься в основном звездами, в 
которых подобные эффекты отсутствуют. (Некоторые эффекты вращения, 
магнитных полей и т.п. будут описаны в гл. 19.) Таким образом, в данной ча¬ 
сти мы рассмотрим главным образом те звезды, которые в невозмущенном 
(неосциллирующем) состоянии являются сферически симметричными, нахо¬ 
дятся в состоянии покоя и гидростатического равновесия и не обладают круп¬ 
номасштабными магнитными полями. Кроме того, мы будем пренебрегать 
молекулярной и лучистой вязкостью и турбулентностью, а также будем пред¬ 
полагать, что применимы уравнения нерелятивистской механики и ньюто¬ 
новской теории тяготения. 

В гл. 14 — 16 мы приведем довольно общие свойства нерадиальных звезд¬ 
ных колебаний. Так, в гл. 14 будет выведено нелинейное векторное уравнение 
третьего порядка (по времени) в частных производных, которое описывает 
нелинейные нерадиальные неадиабатические движения. В остальных же гла¬ 
вах этой части, за исключением некоторых разделов гл. 19, мы будем рас¬ 
сматривать только такие колебания, которые настолько малы, что примени¬ 
ма линейная теория (гл. 5). 

Если колебания предполагаются еще и адиабатическими, то уравнения 
можно объединить в одно линейное адиабатическое волновое уравнение, ко- 
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торое является обобщением на нерадиальные колебания соответствующего 
уравнения радиальных пульсаций (гл. 8). В гл. 15 будет показано, что это 
уравнение можно записать в операторной форме, причем оператор, входя¬ 
щий в это уравнение, оказывается самосопряженным, как и в случае радиаль¬ 
ных пульсаций. Это линейное адиабатическое волновое уравнение, которое, 
как и в прошлом, служит основой большинства исследований, посвященных 
нерадиальным колебаниям звезд, будет подробно рассмотрено в гл. 17. По¬ 
скольку эта глава написана в основном в 1976 — 1977 гг., она не отражает бо¬ 
лее поздних результатов, представленных, например, в статьях Кристенсен- 
Далсгаарда [86], Сибахаси [507] и Вольфа [626] или в книге Унно и др. [593]. 

В гл. 16 мы покажем, что линеаризованное уравнение энергии (гл. 9) при¬ 
менимо не только к радиальным, но и к нерадиальным колебаниям звезд. В 
этой главе мы покажем также, что к нерадиальным колебаниям применимы и 
интегральные выражения типа полученных в гл. 9 для радиальных пульса¬ 
ций. Конечно, всюду в этой главе необходимо сохранять в уравнениях неадиа¬ 
батические члены, которые в гл. 15 и 17 отбрасываются. Результаты гл. 16 
служат обоснованием общепринятых методов оценки вибрационной устойчи¬ 
вости нерадиальных колебаний звезд. 

В гл. 18 мы рассмотрим в рамках линейной теории задачу нерадиальных 
неадиабатических звездных пульсаций. И наконец, в гл. 19 мы коротко оста¬ 
новимся на некоторых разнообразных вопросах теории звездных пульсаций, 
как радиальных, так и нерадиальных. 

В 1979 г. Унно, Осаки, Андо и Сибахаси опубликовали прекрасную моно¬ 
графию [593] о нерадиальных колебаниях звезд. 

ГЛАВА 14 

ОБЩЕЕ НЕЛИНЕЙНОЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ 
УРАВНЕНИЕ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

В этой главе мы объединим уравнения неразрывности, импульса и энергии в 
одно нелинейное векторное дифференциальное уравнение третьего порядка 
(по времени) в частных производных, которое описывает общие нелинейные 
неадиабатические движения в сплошной невязкой среде. Хотя это уравнение 
мало пригодно для изучения звездных пульсаций, само его существование за¬ 
служивает внимания. Оно является нерадиальным аналогом уравнения (6.13) 
для чисто радиальных движений. 

Начнем с уравнения импульса в представлении Эйлера [см. уравнение 
(4.17)], в котором использовано предположение, что тензор напряжений сво¬ 
дится к чисто гидростатическому термодинамическому давлению (разд. 
4.2в). Разделив (4.17) на плотность р, подействуем на все члены этого уравне¬ 
ния оператором субстанциональной производной и получим 

d 2 ч /dt 2 = р~ \dp/dt)VP - р- 1 d<yP)/dt + d\/dt. (14.1) 

С помощью операторного соотношения (4.1) можно записать 

А (ѴР) = ~ (ѴР) + ѵ ■ V (ѴР) = Ѵ(дР/ dt) + v ■ V (VP). (14.2) 



ОБЩЕЕ НЕЛИНЕЙНОЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ 181 

Последний член этого выражения исключим с помощью тождества 

Ѵ(ѵѴЯ) = ѵ-Ѵ(ѴР) + (ѴР)Ѵѵ + (VP) x (V x v). (14.3) 

Один из членов этого тождества можно объединить с первым членом в по¬ 
следнем равенстве в (14.2), и полученное выражение опять с учетом оператор¬ 
ного соотношения (4.1) будет включать dP/dt вместо dP/dt. Далее, dP/dt 
можно исключить с помощью уравнения энергии в форме (4.30а) [см. также 
(4.40)]. В результате получаем 
d 2 M/dt 2 = p~ 2 (dp/dt)VP - p- 1 V[(T l P/p)dp/dt] - 

- р~ 1 Ѵ[р(Г 3 - 1)(е - р~ ‘V ■ F)] + р~ ‘(VP) ■ Vv + p~ ‘(VP) x (V x v) + d\/dt. 

(14.4) 

Величины p _ ‘(VP) и p~ 1 (dp/dt ) можно исключить, используя соответствен¬ 
но уравнение импульса (4.17) и уравнение неразрывности (4.5). Таким обра¬ 
зом, уравнение (14.4) можно записать окончательно в следующем виде: 
d 2 M/dt 2 - ( dv/dt - f) - [(V - v)D - Vv] + 

+ (dv/dt - f) x (V x v) - р-‘Ѵ(Г,РѴ-ѵ) - di/dt = 

= р-‘Ѵ[р(Г 3 - l)(e - p-‘V-F)], (14.5) 

где 0 — единичный тензор. Это и есть искомое обобщение уравнения (6.13), 
описывающего радиальное движение, на нерадиальный случай. Отметим, 
что неадиабатические члены входят только в правую часть уравнения (14.5). 

Можно показать, что если f — сила на единицу массы, обусловленная со¬ 
бственной гравитацией, то в случае чисто радиального движения уравнение 
(14.5), как и следовало ожидать, сводится к уравнению (6.13). 

ГЛАВА 15 

САМОСОПРЯЖЕННОСТЬ ЛИНЕЙНОГО 
АДИАБАТИЧЕСКОГО ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ 

В этой главе мы рассмотрим нерадиальные колебания столь малой амплиту¬ 
ды, что к ним применима линейная теория (гл. 5). Кроме того, здесь мы огра¬ 
ничимся анализом колебаний, которые являются еще и адиабатическими. Мы 
увидим, что при таких предположениях линеаризованные уравнения можно 
объединить в одно линейное адиабатическое волновое уравнение. Оно явля¬ 
ется нерадиальным аналогом соответствующего уравнения для чисто ради¬ 
альных колебаний, довольно подробно рассмотренного в гл. 8. Это неради¬ 
альное уравнение обладает рядом интересных и полезных свойств, которые и 
будут описаны в данной главе. 

Нерадиальное линейное адиабатическое волновое уравнение будет выведе¬ 
но в разд. 15.1, где приведены и некоторые другие полезные результаты. Ряд 
интересных и полезных свойств этого уравнения будет получен и обсужден в 
разд. 15.2 для одного важного частного случая, который охватывает почти 
все, что представляет какой-либо интерес для теории нерадиальных звездных 
колебаний. Еще более общий случай будет кратко рассмотрен в разд. 15.3. 
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Некоторые выводы, полученные в этом разделе, будут использованы в дру¬ 
гих главах данной части книги. 


15.1. Введение 


Напомним сначала линеаризованные уравнения неразрывности, импульса 
и энергии, причем последнее уравнение — для частного случая адиабатиче¬ 
ских колебаний. Уравнение неразрывности возьмем в форме (5.296), а уравне¬ 
ние импульса — в форме (5.32). Если единственной объемной силой является 
собственная гравитация (как мы будем предполагать всюду в данной главе, 
если не оговорено особо), то полная объемная сила на единицу массы равна 
f = — Vi/*, где ф — гравитационный потенциал (разд. 4.5). Наконец, линеари¬ 
зованное уравнение энергии для адиабатических колебаний — это уравнение 
(5.3ба). 

Каково выражение для эйлеровой вариации ф' гравитационного потенциа¬ 
ла? Прежде всего напомним, что сам гравитационный потенциал является 
решением уравнения Пуассона (4.42). Решение этого уравнения в интеграль¬ 
ной форме дается выражением (4.43). Если теперь каждый элемент массы пе¬ 
реместить в новое положение х + 5г, то вклад в потенциал в точке (г, /) эле¬ 
мента массы dm' составит —Gdm '/lx + Sr - ГІ. Следовательно, новый 
потенциал в точке (г, t) также будет определяться выражением (4.43), только 
вместо х в знаменателе будет стоять х + 6г. Вспоминая смысл эйлеровой ва¬ 
риации и учитывая, что смещение 5г бесконечно мало, имеем 

ф'{х,П= -G\ (5г(х, ?)' V x (lx - rl - , ))р 0 (х, t)dr' , (15.1) 

где Ѵ х означает, что пространственные производные в операторе градиента 
следует брать по координатам точки х. Интегрируя выражение (15.1) по ча¬ 
стям и заменяя один из появляющихся объемных интегралов на поверхност¬ 
ный интеграл с помощью теоремы Гаусса — Остроградского, получаем 

^ ( r,0 = -O ^ X ^ )[gr(X,f)1 - rfS, + 

/ Іх — rl 




.■УМ 1 , <)»(». 01 д 

ІХ-ГІ 


где первый интеграл берется по полной поверхности S рассматриваемой кон¬ 
фигурации. При этом в соответствии с первоначальным решением (4.43) 
уравнения Пуассона снаружи от поверхности S всюду должно быть р 0 = 0. 

Важное соотношение (15.2) можно получить также и следующим образом. 
Взяв эйлерову вариацию от уравнения Пуассона, имеем 

ѴѴ=4 xGp'. (15.3) 


Формальное решение этого уравнения записывается в следующем виде: 
ф'(г, t) = -G I р'(х, ОІх — rl -1 dr’ , 


(15.4) 
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где dr' — элемент объема в точке х, а интегрирование проводится по всем 
областям пространства, в которых р' Ф 0. Однако в более общем случае, ког¬ 
да плотность на поверхности конфигурации не обращается в нуль, но при 
этом тем не менее существует определенная поверхность, вне которой уже 
нет вещества (например, в случае жидкого шара или однородной модели звез¬ 
ды), применять выражение (15.4) следует с осторожностью. 

В этом случае плотность должна скачкообразно изменяться от некоторого 
конечного значения непосредственно под воображаемой ограничивающей по¬ 
верхностью S до нуля с внешней стороны от этой поверхности. Следователь¬ 
но, эйлерова вариация плотности р' , хотя она и может быть малой (скажем, 
первого порядка малости) всюду достаточно глубоко под поверхностью S, но 
в непосредственной окрестности S она должна быть относительно велика, 
скажем нулевого порядка. Эта «непосредственная окрестность» поверхности 
S должна представлять собой некоторую область в виде тонкого слоя (подоб¬ 
ного скорлупе вокруг яйца), содержащего поверхность S и окружающего весь 
объем У, в пределах которого р > 0. Для каждого момента времени толщина 
этого слоя определяется тем, насколько поверхность S отклонилась от своей 
невозмущенной формы. 

Очевидно, что в произвольной точке х в пределах слоя (но не глубже него) 
максимальное значение вариации р‘ * p s — невозмущенному значению 
плотности на поверхности. 

Поэтому интеграл в выражении (15.4) должен состоять из двух членов: ин¬ 
теграла по полному объему У, гдер 0 (х, /) Ф- 0, и интеграла по рассмотренно¬ 
му слою, содержащему поверхность S. В линейной теории величина р' (х, t) 
всюду внутри объема У имеет первый порядок малости, и поэтому там можно 
использовать линеаризованное уравнение неразрывности (5.29а); кроме того, 
в качестве объема У можно взять объем невозмущенной системы. Тогда этот 
первый интеграл будет совпадать с объемным интегралом в выражении 
(15.2). Во втором же интеграле мы можем с точностью до первого порядка 
малости использовать соотношение 

р'(х, t)dr' = p 0 (x 0 ,t)8t d S'. (15.5) 

Здесь х 0 — невозмущенное положение элемента жидкости, находящегося на 
поверхности конфигурации, а 6г = х - х 0 . При этом подразумевается, что 
х 0 — это точка непосредственно под поверхностью S, т.е. р 0 в точке х 0 всегда 
имеет некоторое конечное значение. Кроме того, 6r-rfS' — это элемент объ¬ 
ема вблизи точки х, где вектор d S' элемента поверхности направлен вдоль 
внешней нормали. В качестве поверхности S можно взять в первом приближе¬ 
нии поверхность невозмущенной конфигурации: тогда второй из рассматри¬ 
ваемых интегралов становится интегралом по (замкнутой) поверхности S и 
он точно совпадает с поверхностным интегралом в (15.2). 

Во многих (практически во всех) случаях, рассматриваемых в данной ча¬ 
сти, в том числе и в разд. 15.2, плотность р 0 на поверхности конфигурации 
принимается равной нулю. Поэтому поверхностный интеграл в (15.2) обра¬ 
щается в нуль, и мы имеем более простой результат 

\Г(г, О =G j V x -[p 0 (x, /) 5r(x, /)] lx -П _1 dr', 


(15.6) 
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который можно также получить, если взять эйлерову вариацию от решения 
(4.43) уравнения Пуассона, а затем использовать линеаризованное уравнение 
неразрывности (5.29а). 

Из нулевого значения плотности р 0 на поверхности конфигурации вытека¬ 
ет еше одно следствие. Дело в том, что по существу всегда мы будем предпо¬ 
лагать, что давление на поверхности конфигурации обращается в нуль, т.е. 
Р 0 = 0 и &Р = 0. (15.7) 

Используем теперь соотношение (5.16) между лагранжевой и эйлеровой вари¬ 
ациями и выразим ѴР 0 через dv 0 /dt и Ѵф 0 с помощью невозмущенного урав¬ 
нения импульса. Мы получаем, что на поверхности конфигурации 

Р' = р 0 5г (dM 0 /dt + Ѵф 0 ) = 0, (15.8) 

если р 0 на поверхности обращается в нуль и если величина в скобках повсюду 
имеет конечное значение. Таким образом, одновременное обращение в нуль Р 
и р на поверхности означает, что обе вариации, 8Р и Р' также равны нулю на 
поверхности. Этот вывод будет использован в следующем разделе. 

Итак, когда все объемные силы обусловлены собственной гравитацией, то 
для малых адиабатических колебаний правую часть уравнения импульса [ска¬ 
жем, (5.32)] можно полностью описать на языке поля смещений 5г элементов 
массы. Упомянутое уравнение с представленной таким образом правой 
частью — это линейное адиабатическое волновое уравнение для нерадиаль¬ 
ных колебаний, которое ниже будет служить основой для изложения боль¬ 
шинства вопросов. Оно имеет следующий вид: 

d 2 bt/dt 2 = (-р- 1 ѴЯ - VW + 5r-V(-p 0 -’ ѴР 0 - Ѵ^ 0 ). (15.8') 

15.2. Свойства линейного адиабатического 
волнового уравнения для важного частного случая 

Частный случай, рассматриваемый в настоящем разделе (а фактически и в 
большинстве оставшихся глав), характеризуется следующими предположени¬ 
ями в дополнение к сделанным в начале данной части: 

а. Как давление, так и плотность на поверхности конфигурации обраща¬ 
ются в нуль. 

б. Невозмущенное (неосциллирующее) состояние системы — это состоя¬ 
ние покоя (ѵ 0 2= 0) и гидростатического равновесия (dv Q /dt = 0). Отсюда сле¬ 
дует, например, что система не вращается. 

в. Невозмущенная система является сферически симметричной. (Это пред¬ 
положение естественным образом вытекает из предположения (б), если 
единственной объемной силой является собственная гравитация.) 

Вследствие предположения (б) лагранжева вариация правой части линеа¬ 
ризованного уравнения импульса совпадает с соответствующей эйлеровой ва¬ 
риацией. Следовательно, эту правую часть можно записать в виде линейного 
оператора S , действующего на 5г. Имеем [см. уравнение (15.8')] 
d 2 hx/dt 2 = — _/(5r), 


(15.9) 
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причем если р 0 - О на поверхности конфигурации [предположение (а)], то 
оператор У (Sr) принимает следующую форму: 

У (Г) = Р~ 2 (VP)V-(pJ) - р~ 1 V(f-VP) - 

- р- 1 Ѵ^РѴ-Г) + Ѵ(С I Ѵ х [р(х,/)Г(Х,/)]ІХ -rl-'rfr'J . (15.10) 

Мы отбросили здесь индекс 0 при равновесных (невозмущенных) величинах и 
для краткости записали f * 5г. Из сотношения (15.10) ясно, например, что 
оператор У — линейный. 

Важное свойство оператора У состоит в том, что он является самосопря¬ 
женным относительно элемента массы pdr, как впервые показал Чандрасекар 
[73, 77]. Это свойство можно выразить следующими соотношениями: 

J ч*-^(Г )pdr = [ \ r-S(v)pdrV = J H^(.,)]Wt, (15.11) 

где f и ч — два произвольных вектора, достаточно регулярных как функции 
пространственных координат, а звездочка означает комплексно сопряжен¬ 
ную величину. 

Самосопряженность оператора У можно доказать, подставив в первый 
интеграл (15.11) выражение (15.10) для У (С) с предварительно выделенными 
в нем величинами р ', Р' и ф '. Затем выполняется интегрирование по частям 
для тех интегралов, которые содержат Р' и ф', и используется теорема 
Гаусса — Остроградского. Оба получаемых поверхностных интеграла равны 
нулю, поскольку в соответствии со сделанными предположениями Р' и р на 
поверхности конфигурации обращаются в нуль (см. выше). Подставляя вме¬ 
сто р', Р' и ф' выражения, полученные выше, представим интеграл в левой 
части (15.11) в виде суммы пяти объемных интегралов, один из которых 
двойной. Поскольку оба градиента ѴР и Ѵр направлены вдоль радиуса [пред¬ 
положение (в)], становится очевидным, что величины ij* и f в этом выраже¬ 
нии можно произвольно менять местами. А поскольку оператор У вещест¬ 
венный, 1У(ч)]' = У(п*), откуда непосредственно следует самосопряжен¬ 
ность оператора выражаемая соотношением (15.11). В разд. 15.3 мы уви¬ 
дим, что для адиабатических колебаний правую часть линеаризованного 
уравнения импульса можно записать в самосопряженном виде, даже если 
предположения (а) — (в) не справедливы. 

Из самосопряженности оператора У вытекает ряд важных следствий, ко¬ 
торые мы теперь и рассмотрим. Но сначала отметим, что если ѵ 0 = 0, как 
предполагается в данном разделе, то d 2 /dt 2 = ЭІ 2 / dt 2 , и поэтому линейное 
адиабатическое волновое уравнение можно записать в виде 

Э 2 (5г)/а/ 2 = -^(5г). (15.12) 

Следовательно, если 

5г(г, I) = и (г) ехрМ], (15.13) 

то уравнение (15.12) становится уравнением на собственные значения 

У (и) = о 2 и. (15.14) 
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Здесь величины а 2 и и(Г) представляют собой соответственно собственное 
значение (квадрат угловой частоты колебаний) и собственную функцию, или 
собственный вектор, оператора Рассмотрим теперь следствия самосопря¬ 
женности оператора -t? . 

1. Все собственные значения вещественны. Вещественность в 2 следует из 
условия самосопряженности (15.11). Если подставить в него уравнение (15.14) 
и его комплексно сопряженную форму для к-го собственного значения <т 2 и со¬ 
ответствующей собственной функции и^, то окажется, что ст 2 должно совпа¬ 
дать со своей комплексно сопряженной величиной, а это и есть условие ве¬ 
щественности а 2 . Поэтому, как и в чисто радиальном случае, движение в не¬ 
радиальном случае должно быть либо колебательным с постоянной (во вре¬ 
мени) амплитудой, либо должно экспоненциально нарастать с течением вре¬ 
мени (что соответствует динамической неустойчивости). Таким образом, 
комплексных частот для адиабатических колебаний при отсутствии давления 
на поверхности не существует. 

Следует заметить, что вывод о вещественности квадратов собственных 
частот свободных колебаний звезды зависит от сделанных нами пред¬ 
положений о том, что система в невозмущенном состоянии является стати¬ 
ческой (ѵ 0 = 0) и находится в гидростатическом равновесии (dv 0 /dt = 0), а 
также о том, что давление обращается в нуль на поверхности. Если бы в не¬ 
возмущенной системе присутствовали движения или ускорения или если бы 
давление на поверхности не обращалось в нуль, то подобный вывод, вообще 
говоря, был бы неверным. Например, хорошо известно (см. ниже и разд. 
19.1), что если невозмущенная система вращается, то не обязательно все соб¬ 
ственные значения вещественны. 

2. Собственные функции ортогональны между собой относительно эле¬ 

мента массы pdr. Рассмотрим две моды нерадиальных колебаний, скажем к 
и /, с собственными функциями и^ии ; и собственными значениями а\ и а 2 . 
Тогда мы имеем = aju / и [S(\l k )Y = ст|и£, учитывая при этом ве¬ 

щественность а 2 . Подставляя эти соотношения в условие самосопряженности 
(15.11), получим, что при а 2 * oj 

J Ujf ■ U, pdr = 0 (Лг*/), (15.15) 

т.е. собственные функции и л и и, ортогональны между собой относительно 
элемента массы pdr. Что касается вырожденного случая (а 2 = oj), то, как хо¬ 
рошо известно, для него всегда можно построить ортогональную систему 
функций (см., например, [492, § 10]). Таким образом, даже в этом случае сде¬ 
ланное утверждение справедливо. 

3. Собственные значения подчиняются вариационному принципу. Впер¬ 
вые это показал Чандрасекар [77]. Мы приведем здесь другое доказательство, 
следуя работе Линден-Белла и Острайкера [356] и проводя его почти так же, 
как в чисто радиальном случае, детально рассмотренном в разд. 8.10. Опреде¬ 
лим вещественное число Е 2 посредством соотношения 

Е 2 j и* ■ u pdr s j и*-_/(и) pdr. 


(15.16) 
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где u(r) — произвольная достаточно регулярная векторная функция г. Пусть 
функция u(r) испытывает в каждой точке Г малое изменение Ди, причем г и все 
невозмущенные величины остаются постоянными. Тогда из соотношения 
(15.16) мы получаем выражение, включающее Ди, Ди*, Д-^(и) и ДЕ, где 
ДЕ — соответствующее изменение числа Е. Однако из линейности оператора 

следует, что Д^(и) = _/(Ди). Кроме того, благодаря самосопряженности 
оператора ^ величины и* и Ди в этом выражении можно менять местами. 
Наконец, данное выражение можно сильно упростить, учитывая, что опера¬ 
тор ^ и число Е 2 вещественны. В результате получаем 

2Е(ДЕ) j u* u pdT + 2Re{ j (Ди*)[Е 2 и - ^(U)] pdr ) = 0, (15.17) 

где Re (...) — вещественная часть соответствующей величины. 

Теперь если -*f(U) = Е 2 U, то ДЕ = 0 даже при Ди* * 0. И обратно, если 
ДЕ = 0, а величина Ди* произвольна (но мала), то _/(и) = Е 2 и. Но это как 
раз и есть линейное адиабатическое волновое уравнение для нерадиальных 
колебаний, откуда следует u(r) = u t (r) и Е 2 = of, т.е. и (Г) и Е 2 должны быть 
соответственно собственной функцией и собственным значением этого урав¬ 
нения. Итак, мы доказали следующее: те решения уравнения _^(и). = Е 2 и, 
для которых величина Е имеет экстремум (ДЕ = 0) относительно произволь¬ 
но малых изменений функции и (Г), являются собственными функциями 
и^(Г), а связанные с этими решениями собственные значения — соответ¬ 
ствующими адиабатическими собственными значениями о\ для k -Ѵі моды. 

Однако этот вариационный принцип не столь полезен, как в случае чисто 
радиальных колебаний. Причина здесь заключается главным образом в том, 
что уравнения линейных адиабатических нерадиальных колебаний не образу¬ 
ют системы уравнений Штурма — Лиувилля, как подчеркивается в гл. 17. 
Следовательно, однозначное и простое упорядочение собственных значений 
невозможно, а поэтому для произвольной заданной моды нельзя заранее ска¬ 
зать, является ли соответствующий экстремум минимумом или максиму¬ 
мом. В случае чисто радиальных колебаний мы имеем уравнения типа 
Штурма — Лиувилля, что позволяет однозначным образом упорядочить мо¬ 
ды и в результате доказать, что экстремум для основной моды является ми¬ 
нимумом (разд. 8.10). 

Следует отметить, что если в невозмущенном состоянии системы при¬ 
сутствуют движения (такие, как вращение), то рассмотренный вариационный 
принцип необходимо несколько видоизменить (разд. 19.1). 

Кроме того, к нерадиальным колебаниям звезд применимо некоторое со¬ 
отношение период — средняя плотность, аналогичное соотношению для ра¬ 
диальных колебаний. Этот вывод следует просто из анализа размерности, 
например, для интегрального выражения (15.16), определяющего периоды 
нерадиальных колебаний. Однако, как мы увидим ниже (гл. 17), произведение 
(период) 2 ■ (средняя плотность) для таких колебаний может быть гораздо бо¬ 
лее чувствительным к строению звезды (например, к относительной концент¬ 
рации вещества к звездному центру), чем в случае радиальных колебаний. 
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15.3. Более общий случай 

Более общий случай, который мы обсудим в этом разделе, относится к ли¬ 
нейным адиабатическим колебаниям, но в нем не учитываются три предполо¬ 
жения, сделанные в разд. 15.2. Поэтому в рассматриваемых здесь системах 
плотность на поверхности не обязательно обращается в нуль (но давление на 
поверхности по-прежнему принимается равным нулю), в них могут присутст¬ 
вовать произвольные скорости (и ускорения), и они не обязательно должны 
быть сферически симметричными. Частным случаем здесь является вращаю¬ 
щаяся звезда, вращение которой может быть медленным или быстрым, 
твердотельным или дифференциальным. 

Впервые малые адиабатические колебания вращающейся звезды рассмот¬ 
рел Клемент [100]. Чандрасекар и Лебовиц [80] заметили, что свойство само¬ 
сопряженности сохраняется, даже если не делать предположения об обраще¬ 
нии в нуль плотности на поверхности. Смейерс [525] показал, что вариацион¬ 
ный принцип, рассмотренный Чандрасекаром и Лебовицем [80], даже для не¬ 
радиальных колебаний эквивалентен принципу Гамильтона в классической 
механике. Линден-Белл и Острайкер [356] провели более общее и более стро¬ 
гое исследование по сравнению с работой [100]; они уделили особое внимание 
более общему случаю. Мы не будем здесь излагать деталей этой работы, по¬ 
скольку она вполне доступна и интересующийся читатель может к ней обра¬ 
титься. 

В рассматриваемом случае лагранжева и эйлерова вариации правой части 
линеаризованного уравнения импульса [скажем, уравнения (5.32)] не равны 
друг другу. Запишем это уравнение в следующем виде: 

d 2 Ьт /dt 2 = - 5*(6r) - У(6т), (15.18) 

где І? и У — линейные векторные операторы. Если единственной объемной 
силой является собственная гравитация, то мы имеем 

&Ц) s (р- 1 VP)' + f- Ѵ(р -1 VP), (15.19а) 

Г(П ■ Ѵф' + f-V(V^), (15.196) 

где вариации давления Р предполагаются адиабатическими. Обратите внима¬ 
ние, что правая часть уравнения (15.18) совпадает с правой частью уравнения 
(15.8'). Оказывается справедливым важный результат, впервые доказанный 
Линден-Беллом и Острайкером [356]: операторы У и ^являются самосопря¬ 
женными [в смысле уравнения (15.11)], причем для самосопряженности 
требуется, чтобы давление обращалось в нуль на поверхности конфигура¬ 
ции *. 

* Операторы, введенные Линден-Беллом и Острайкером [356], отличаются от при¬ 
веденных нами на множитель р — плотность невозмущенной (неосциллирующей) кон¬ 
фигурации. Говоря конкретнее, мы имеем, например, = Р^сох' где ^Сох онРЗДв' 
ляется выражением (15.19а). Однако это различие в определениях не приводит к разли¬ 
чиям в конечных результатах, поскольку определение самосопряженности, принятое в 
[356], отличается от нашего [см. соотношение (15.11)] как раз на множитель р. 
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Однако следует подчеркнуть, что хотя для малых адиабатических колеба¬ 
ний правая часть линеаризованного уравнения импульса (15 Л 8) даже в этом 
более общем случае может быть представлена как самосопряженный опера¬ 
тор, не обязательно все собственные значения линейного адиабатического 
волнового уравнения являются вещественными, что и было показано в [356] 
(см. также разд. 19.1). 

ГЛАВА 16 

НАРАСТАНИЕ ИЛИ ЗАТУХАНИЕ 
МАЛЫХ НЕРАДИАЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЙ 

В этой главе в рамках линейной теории рассматривается задача о нарастании 
или затухании нерадиальных колебаний звезд. Мы используем два подхода: 
один преимущественно физический (разд. 16.1), а другой более формальный 
(разд. 16.2). Оба подхода приводят к одному и тому же результату — выра¬ 
жению для коэффициента устойчивости (разд. 9.1) в случае нерадиальных ко¬ 
лебаний. По своей форме это выражение совпадает с соответствующим вы¬ 
ражением для случая чисто радиальных колебаний (9.13). 

Всюду в этой главе мы используем три основных предположения, сформу¬ 
лированных в разд. 15.2. 

16.1. Линеаризованное уравнение энергии 

В настоящем разделе мы покажем, что «линеаризованное» уравнение энер¬ 
гии (фактически оно является уравнением второго порядка), которое бы¬ 
ло выведено в разд. 9.1 для чисто радиальных колебаний звезд [см. уравнение 
(9.3)], оказывается в точности справедливым и для колебаний общего вида 
(т.е. нерадиальных). Этот вывод позволяет физически обосновать выраже¬ 
ния,-используемые при расчете нарастания или затухания колебаний, а также 
способствует более ясному пониманию общих вопросов. 

Согласно трем предположениям, сделанным в разд. 15.2, ѵ = 6ѵ и 
dv/dt = Эѵ/ dt ■ V. А тогда линеаризованное уравнение движения — это 
уравнение (5.31), в котором Г = - Ѵ^' , где \р' — эйлерова вариация грави¬ 
тационного потенциала. Мы будем обычно отбрасывать индекс 0 у невозму¬ 
щенных величин и использовать стандартные обозначения (см. предыдущие 
главы). 

Если в уравнении (5.31) выразить Р' через 5Р с помощью соотношения 
(5.16) между эйлеровой и лагранжевой вариациями, то получим 

ѵ = -р- 1 Ѵ6Р + р-> Ѵ(5г ѴР) + (р'/р 2 )ѴЯ - Ѵ^'. (16.1) 

Теперь скалярно умножим это уравнение на pdrv ( dr — элемент объема) и 
проинтегрируем по всему объему конфигурации. Два первых члена в правой 
части можно затем проинтегрировать по частям и использовать теорему 
Гаусса — Остроградского. В результате правая часть будет состоять из ше¬ 
сти интегралов, в том числе двух поверхностных. Однако поверхностные ин¬ 
тегралы обращаются в нуль, так как на поверхности в соответствии с наши- 
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ми предположениями 8Р = 0, а поскольку р = 0, то и ѴР = 0. Поэтому 
имеем следующее уравнение: 

j pvvdr = - j ( 8P/p)(d8p/dt)dr + j (\/p)(5r-VP)(d8p/dt)dr + 

+ \ (pVp)WPrfr - j pvVf dr. (16.2) 

Рассмотрим второй интеграл в правой части. Преобразуем его, как при 
интегрировании по частям (только в данном случае относительно временной 
переменной t) и вынесем оператор d/dt за знак интеграла, что допустимо 
благодаря условию сохранения массы [d(pdr)/dt = 0; см. гл. 4]. Кроме того, 
используем соотношение d(8r)dt = 5ѵ = ѵ и тот факт, что в остальных инте¬ 
гралах, появившихся в результате такого преобразования, невозмущенные 
величины не зависят от времени. Далее, в одном из этих интегралов запишем 
8р = р' + 5г • Ѵр , а в другом бр = — рѴ-бГ. Еще раз проделаем такую же опе¬ 
рацию (относительно /,) и учтем, что в сферической звезде векторы Ѵр и ѴР 
направлены вдоль радиуса. В результате получим 

[ (\/p)(br-VP)(dbp/dt)dT = - — ( (V5r)(6rVP)dr - 
у dt V 

- f (p'/p)(WP)</r - A [Vi f (1/р)(бгѴр)(бгѴР)</т]. (16.3) 

v dt £ 

Рассмотрим теперь последний интеграл в уравнении (16.2). Проинтегриру¬ 
ем его по частям, используя теорему Гаусса — Остроградского, условие 
р = 0 на поверхности, а также линеаризованное уравнение неразрывности. 
Кроме того, учтем результаты разд. 15.1. В итоге найдем 

- j pv-V^'dr = d[ViG j jp'(r, Ф'(х, /).Іх -rl -1 dT'dr]/dt, (16.4) 

где dr' — элемент объема в точке х. 

Наконец, рассмотрим первый интеграл в правой части уравнения (16.2). 
Исключим из него ЬР с помощью термодинамического тождества (5.35а), 
преобразуем производную по времени так же, как и во втором интеграле, и 
используем линеаризованное уравнение неразрывности в виде бр = -рѴ-бг. 
Тогда получим 

- j (8P/p)(d8p/dt)dr = -d[Vi j T X PQ7-8t) 2 dT]/dt - 

- j (Г 3 - \)T8s[d(8p/p)/dt]pdT. (16.5) 

Объединяя все приведенные результаты и сравнивая их с уравнением (15.10), 
видим, что можно записать следующее: 

d( j Zipv 2 dr + ‘Л j 8t uf(6r)pdT^/dt = 

= - j (Г 3 - \)T8s[d(8p/p)/dt]pdT, (16.6) 
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где — самосопряженный линейный оператор, введенный в гл. 15, а s — 
удельная энтропия. 

В завершение рассмотрения остается выяснить физический смысл величи¬ 
ны Vi j 5г-_/(5г)р</т. 


Отметим сначала, что величина -_/(6г), согласно уравнению 
(15.9), — это лагранжева вариация полной силы, действующей на единицу 
массы в точке г в момент t и обусловленной полем адиабатических лагранже- 
вых смещений 5r(x, t) * jj(x, t). (Если в невозмущенном состоянии отсутст¬ 
вуют ускорения, то эта величина является и эйлеровой вариацией полной си¬ 
лы.) Рассмотрим теперь приращения cfy(x, О в смещениях элементов массы. 
При таких приращениях работа, совершенная рассматриваемыми силами во 
всей системе, равна 


dW= - ( (d V )S( 4 )pd T . 


(16.7) 


Но оператор S самосопряженный. Учитывая это обстоятельство, вынося 
операторѣ за знак интеграла (поскольку d(pdr) = 0) и интегрируя по полным 
смещениям 5г, получим следующее выражение для полной работы, совершен¬ 
ной рассматриваемыми силами при смещениях 6г: 

W = - ‘/г jd j r, S( v )pdT = - Vi j 5Г-.Л6Г )pdr. (16.8) 

Эта работа является консервативной в том смысле, что ее величина не за¬ 
висит от траекторий, по которым достигнуты конечные значения смещений. 
Следовательно, она обладает свойствами потенциальной энергии. И действи¬ 
тельно, замечая, что потенциальная энергия равна работе, совершенной про¬ 
тив сил, действующих в системе, можно записать W = -6Ф, где 

<5Ф - '/2 I bx-^(bX)pdr (16.9) 

есть полная потенциальная энергия системы в возмущенном состоянии (для 
адиабатических смещений), принятая равной нулю, когда любые смещения 
отсутствуют. Таким образом, величина в правой части выражения (16.9) име¬ 
ет в общем случае нерадиальных колебаний звезд тот же физический смысл, 
что и в случае чисто радиальных смещений. Вариация <5Ф оказывается величи¬ 
ной второго порядка малости, потому что вариация первого порядка тож¬ 
дественно обращается в нуль, если невозмущенная система находится в гид¬ 
ростатическом равновесии. 

Теперь можно дать физическую интерпретацию интегрального выражения 
(15.16) для собственного значения а 2 нерадиальных адиабатических колеба¬ 
ний [Е 2 в (15.16) становится собственным значением а 2 , если и — собственная 
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функция]. Если записать 5r = u cos (at + ф), то точно тем же путем, как в гл. 8 
для чисто радиальных колебаний, мы приходим к следующим результатам: 

ІУ = Но 2 j u’ updr, (16.10) 

ЬФ = '/4 j и*У(и )pdT, (16.11) 

где ЬУ — вариация полной кинетической энергии системы, а черта означает 
усреднение по периоду рассматриваемой моды. Таким образом, физический 
смысл уравнения (15.16) состоит в том, что, как и в случае радиальных пуль¬ 
саций, 

= 45Ф. (16.12) 


Возвращаясь теперь к линеаризованному уравнению энергии, имеем 

dbfe/dt = - J (Г 3 - \)Т bs[d(bp/p)/dt]pd T , (16.13) 

где бУ (= ЬУ + 5Ф) — полная энергия пульсаций, а ЬУ — полная кинетиче¬ 
ская энергия пульсаций [см. уравнение (16.6)]. Выразив в (16.13) производную 
по времени от Ьр через производные от bs и от произведения bsbp, а затем про¬ 
интегрировав по всему периоду в предположении, что в конце периода систе¬ 
ма возвращается в исходное состояние, и разделив на период П, получаем сле¬ 
дующее выражение для средней скорости изменения ЬФ за период: 
п 

ЫЬФ /dt) = (1/П) j dt I (Г 3 - l)(bp/p)b(e - р- 1 V- F )pdr. (16.14) 

Здесь использовано соотношение (7.10), справедливое для термодинамиче¬ 
ски обратимых процессов. 

Итак, результат, полученный в гл. 9 для чисто радиальных колебаний [см. 
уравнение (9.3)], в точности справедлив и для нерадиальных колебаний. Урав¬ 
нение (16.14) служит физической основой для рассмотрения устойчивости 
этих колебаний, т.е. их затухания или нарастания (разд. 16.2), совершенно 
так же, как и уравнение (9.3) в случае радиальных пульсаций. 

16.2. Интегральные выражения 
для собственных значений 

В этом разделе мы покажем, что для собственных значений линейных не¬ 
радиальных колебаний существуют интегральные выражения, полностью 
аналогичные полученным в разд. 9.3 для радиальных пульсаций. Эти инте¬ 
гральные выражения позволяют вывести соотношение для коэффициента 
устойчивости (обратно пропорционального времени изменения амплитуды 
пульсаций в е раз) в случае нерадиальных колебаний. В свете результатов 
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предыдущего раздела подобное заключение, вероятно, не является удиви¬ 
тельным. Как и выше, мы будем использовать три предположения, сделан¬ 
ные в разд. 15.2. 

Поскольку скорость в невозмущенном состоянии системы принята равной 
нулю, нет никакого различия между операторами d/dt и д/ dt, а поэтому ли¬ 
неаризованное уравнение движения можно записать в следующем виде: 

д 2 6г/ dt 2 = — -г? (6г) - р ~ 1 Ѵ[8Р - (Г 1 Р/р)8р], (16.15) 

где_/ — линейный оператор, введенный в гл. 15. Второй член в правой части 
представляет собой вклад из-за неадиабатичности. 

Продифференцируем теперь (16.15) по времени и учтем, что невозмущен¬ 
ные величины от времени не зависят. Производную по времени от неадиаба¬ 
тического члена определим с помощью линеаризованного уравнения энергии 
в форме (5.34а). 

Далее, предположим, что 

бг(г, О = u(r) ехр[шГ] (16.16) 

и примем такую же зависимость от времени для других пульсационных пере¬ 
менных. Тогда продифференцированное по времени уравнение (16.15) будет 
иметь вид 

— i« 3 u + »W(u) = -р-'ѴМ Г 3 - l)W«-p- , V-F)] sp J. (16.17) 

где индекс sp обозначает пространственную часть соответствующей вели¬ 
чины. Умножим теперь уравнение (16.17) скалярно на и* pdr и проинтегриру¬ 
ем по всему объему V конфигурации. В правой части проведем интегрирова¬ 
ние по частям и используем теорему Гаусса — Остроградского, в результате 
чего появится поверхностный интеграл. Однако если плотность на поверхно¬ 
сти конфигурации равна нулю, то этот интеграл обращается в нуль. Кроме 
того, во втором интеграле, получившемся при интегрировании по частям, 
используем линеаризованное уравнение неразрывности 


V • и * = — (бр/р)* р . 

(16.18) 

Введем теперь следующие обозначения: 


J = \ u* u pdr. 

(16.19) 

JH 2 = j u*--^(u )pd T , 

(16.20) 

C = j (T 3 - l)(6p/p)* p [6(e - p" 1 V ■ F)] sp pdr. 

(16.21) 

В результате получим 


/оі (со 2 - Е 2 ) = C/J. 

(16.22) 


По своей форме это точно такое же кубическое уравнение для собственного 
значения ш, как и в случае чисто радиальных колебаний [см. уравнение (9.43)]. 


13—362 
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Следовательно, весь анализ этого уравнения, проведенный в гл. 9 (явные фор¬ 
мулы для со и т.д.),можно непосредственно перенести на случай нерадиаль¬ 
ных колебаний. Однако следует иметь в виду замечание, высказанное Леду и 
Вальравеном [345, р.552]*. 

В частности, когда величина ІСУ/І мала по сравнению с любым отдель¬ 
ным членом в левой части (16.22), решение для амплитуды колебаний имеет 
вид 

5г(г, О = u(r) exp[±/of - xt ], (16.23) 

где а (вещественная часть со) = Е = 2іг/П, и эта величина представляет собой 
угловую частоту колебаний, х — коэффициент устойчивости, приближенно 
определяемый выражением (9.13), в котором С дается формулой (16.21). Ве¬ 
личины С г (вещественная часть С) и У часто вычисляют с использованием 
адиабатических собственных функций в подынтегральных выражениях. Та¬ 
кой подход называется квазиадиабатическим приближением, и он зачастую 
дает довольно точные результаты. 

ГЛАВА 17 

ЛИНЕЙНЫЕ АДИАБАТИЧЕСКИЕ НЕРАДИАЛЬНЫЕ 
КОЛЕБАНИЯ СФЕРИЧЕСКИХ ЗВЕЗД 

В этой главе мы рассмотрим малые нерадиальные колебания сферических 
звезд относительно их равновесных состояний. Кроме того, всюду, за исклю¬ 
чением разд. 17.1 — 17.4 и 17.14, мы будем предполагать, что колебания яв¬ 
ляются еще и адиабатическими, т.е. удовлетворяют уравнениям (5.36а) и 
(5.366). Даже в таком приближении задача оказывается математически весь¬ 
ма сложной. Еще более трудная задача малых неадиабатических нерадиаль¬ 
ных колебаний будет кратко рассмотрена в гл. 18. 

Если не указано особо, то для равновесных состояний, относительно кото¬ 
рых, по предположению, совершаются колебания, мы будем использовать 
три допущения, принятые в гл. 15. Дополнительно предположим существо¬ 
вание теплового равновесия (е 0 — dL r 0 /dm = 0) и будем пренебрегать лю¬ 
быми изменениями химического состава, которые могут быть следствием 
ядерных превращений. 

Многие из общих замечаний, сделанных в начале гл. 8 относительно ма¬ 
лых радиальных адиабатических колебаний звезд, применимы и к более об¬ 
щему случаю нерадиальных колебаний. 


* Леду и Вальравен [345] указывают, что когда соотношения, полученные при инте¬ 
грировании дифференциальных уравнений, рассматриваются как алгебраические урав¬ 
нения для собственных значений, к их анализу следует подходить осторожно. Леду и 
Вальравен приводят следующий пример, основываясь на уравнениях линейных адиаба¬ 
тических нерадиальных колебаний в приближении Каулинга [см. ниже уравнения 
(17.84а) и (17.846)]. Если умножить (17.84а) на w, а (17.846) на ѵ [где w и ѵ определяются 
соотношениями (17.83)], сложить оба уравнения и проинтегрировать от г = 0 до 
г = R , то получится квадратное уравнение относительно а 2 , одно из решений которого 
не имеет физического смысла, и его необходимо отбросить. — Прим, перев. 




ЛИНЕЙНЫЕ АДИАБАТИЧЕСКИЕ НЕРАДИАЛЬНЫЕ КОЛЕБАНИЯ 195 


В разд. 17Л — 17.4 мы рассмотрим в основном общие физические и мате¬ 
матические понятия, используемые при изучении нерадиальных колебаний. В 
этих разделах не оговаривается, что колебания являются адиабатическими, 
но такое предположение сделано в разд. 17.5 — 17.13. 

Методы вычисления адиабатических собственных значений и собственных 
функций для моделей общего вида приводятся в разд. 17.5, а в разд. 17.6 рас¬ 
сматриваются граничные условия. Однородная сжимаемая модель — одна 
из немногих, которые можно исследовать аналитически, — кратко обсужда¬ 
ется в разд. 17.7. В разд. 17.8 описываются некоторые основные свойства не¬ 
радиальных адиабатических колебаний звезд и приводятся некоторые числен¬ 
ные результаты для простых моделей. Для достаточно сложных звездных 
моделей определенные свойства колебаний оказываются качественно иными, 
и несколько этих различий рассматривается в разд. 17.10 и 17.11. В разд. 17.9 
описывается и обсуждается важное приближение, в котором пренебрегается 
возмущениями гравитационного потенциала (приближение Каулинга). Разд. 
17.12 посвящен нерадиальным колебаниям звезд в очень высоких модах. Ис¬ 
пользование весовых функций Эпстейна в приложении к нерадиальным звезд¬ 
ным колебаниям обсуждается в разд. 17.13. Наконец, в разд. 17.14 описыва¬ 
ются некоторые методы расчета характерного времени затухания нерадиаль¬ 
ных колебаний и приводится несколько соответствующих результатов. 

Превосходные обзоры нерадиальных колебаний сделаны Леду [338, 339]; 
см. также обзор Кокса [136]. Несколько детальных разработок и методов 
представлены в [86, 507, 626]. Унно, Осаки, Андо и Сибахаси опубликовали 
прекрасную монографию [593], также посвященную нерадиальным колебани¬ 
ям звезд. 


17.1. Основные уравнения 

Необходимые линеаризованные уравнения — это уравнения неразрывно¬ 
сти, импульса, энергии, уравнение генерации и переноса энергии и уравнение 
Пуассона. Первые три из них — это уравнения (5.29а), (5.31) [в котором 
ѵ= ѵ' = 6ѵ = d{bx)/dt ] и (5.35а) соответственно. Используя соотношение 
(5.16) между эйлеровой и лагранжевой вариациями, легко показать, что для 
моделей, которые в невозмущенном состоянии являются сферическими и на¬ 
ходятся в гидростатическом равновесии, уравнение импульса справедливо и в 
том случае, если в нем всюду эйлеровы вариации заменить лагранжевыми. 
Как обычно, эйлеровы вариации будем обозначать штрихами и отбросим ин¬ 
декс 0 у невозмущенных величин. 

Уравнение генерации и переноса энергии имеет следующий вид: 

Tdbs/dt = 6(е - р ~ 1 V ■ F), (17.1) 

где £ и F — соответственно скорость генерации термоядерной энергии на 
единицу массы и суммарный вектор теплового потока, учитывающий в 
принципе все механизмы, которые могут вносить вклад в перенос тепла (мы 
подразумеваем здесь термодинамически обратимые процессы), a 8s — ла- 
гранжева вариация удельной энтропии s. Правая часть уравнения (17.1) обыч- 
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но зависит от 5г и p ' , T' и V V , а также от других параметров и связана с кон¬ 
кретными механизмами генерации энергии и переноса тепла. В разд. 17.14 бу¬ 
дут приведены явные выражения для 5[(Ѵ • F )/р] в случае лучистого переноса. 

Уравнение Пуассона иногда удобнее рассматривать как два дифференци¬ 
альных уравнения первого порядка, а не как одно уравнение второго порядка. 
По определению гравитационного потенциала ф сила тяготения f на единицу 
массы равна 

f = -Ѵф, (17.2) 

а уравнение Пуассона устанавливает, что 

Vf = -Ѵ 2 ^ = -4тг Gp. (17.3) 

Соответствующие уравнения для эйлеровых вариаций получают просто до¬ 
бавлением штрихов к f, ф и р в (17.2) и (17.3). 

Сначала запишем уравнение импульса в виде, удобном для нашего после¬ 
дующего изложения [345, § 74). После некоторых преобразований, объединяя 
это уравнение с линеаризованным уравнением энергии, получаем для сфери¬ 
ческой звезды 

d 2 Sx/dt 2 = -Ѵ(Я'/р + ф') + А(Г,Я/р)Ѵ-5г - (Г 3 - 1)Г&уѴр/р, (17.4) 
где 

А = р _1 Ѵр - (Г,Я) _1 VP. (17.5) 

Физическая интерпретация важной величины А (радиальной составляющей 
вектора А, единственной составляющей, если звезда сферически симметрич¬ 
на) будет дана в следующем разделе. 

Для адиабатических колебаний 5s = 0, и мы просто отбрасываем послед¬ 
ний член в уравнении (17.4). Если не оговаривается особо, то в настоящей гла¬ 
ве мы будем подразумевать именно такие колебания. 

Если звезда в невозмущенном состоянии находится в гидростатическом 
равновесии (и потому является сферической), то (Р'/р + ф ') можно заменить 
на (6Я/р + Ьф). 


17.2. Обсуждение величины а 

В случае сферически симметричной звезды единственным компонентом век¬ 
тора А является его радиальная составляющая: 

А = р ~ 1 dp/dr - (Г, Я) ~ 1 dP/dr. (17.6) 

Все величины в этом уравнении относятся к равновесному (или невозмущен¬ 
ному) состоянию и зависят только от радиального расстояния г. Физический 
смысл величины А легко понять из следующего рассуждения, опирающегося 
на превосходное и ясное изложение этого вопроса в работах [580, 581]. 

Рассмотрим стратифицированную жидкость, в которой Я, р и Г, зависят 
только от г, и представим себе, что элемент жидкости, который первоначаль¬ 
но находился на уровне r Q , перемещен в новое положение r 0 + Sr (рис. 17.1). 
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Предположим, что элемент всегда сохраняется как целое и не перемешивает¬ 
ся с окружающей средой. Обозначим через Д р(г) разность на произвольном 
уровне г между плотностью элемента р е |(г) и плотностью окружающей среды 
PsurrW в непосредственной близости от элемента: 

Ар(г) - р л (г) - P surr (г). (17.7) 



рис. 17.1. Смещение элемента жидкости из положения г 0 в положение r Q 4- Sr в стра¬ 
тифицированной среде. 

В общем случае Ар состоит из двух слагаемых. Одно из них, скажем Д,р, 
обусловлено попросту тем, что в невозмущенной жидкости плотность меня¬ 
ется от точки к точке. Для малых смещений 5 г это слагаемое дается следую¬ 


щим выражением: 


Д,р = — 6г dp /dr. 


(17.8) 


где производная берется от распределения плотности в окружающей среде и 
вычисляется на уровне r Q . Знак минус появляется потому, что рассматривае¬ 
мое слагаемое всецело определяется изменением P surr (r) с расстоянием г, т.е. 
плотность р е1 (г) считается здесь постоянной. Второе слагаемое является ре¬ 
зультатом возможной сжимаемости жидкости и учитывает изменение Р е1 (г) с 
г. Если давление внутри элемента в его новом положении отличается от дав¬ 
ления в исходном положении, то объем элемента в новом положении может 
отличаться от его исходного объема. Если предположить, что элемент дви¬ 
гался к своему новому положению достаточно медленно, то он всегда будет 
находиться в равновесии с окружающей средой, т.е. давление внутри элемен¬ 
та всегда будет равно внешнему давлению. Кроме того, если бы при движе¬ 
нии не происходило теплообмена между элементом и окружающей средой 
(по существу, такая ситуация могла бы возникнуть при достаточно быстром 
движении элемента), то элемент двигался бы адиабатически. В этом случае 
разность плотностей между элементом и окружающей средой могла бы воз¬ 
никнуть просто потому, что давление в невозмущенной жидкости меняется 
от точки к точке и что жидкость может быть сжимаемой. С точностью до 
малых величин первого порядка эта разность была бы равна 
А 2 р = 8r(dp/dP) ad dP/dr, 


(17.9) 
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где ( dp/dP ) ad = (p/P)/T { — производная от p по P вдоль адиабаты (разд. 
4.2в), а производная dP/dr от давления окружающей среды должна быть вы¬ 
числена на уровне r Q . Случай несжимаемой жидкости можно было бы рас¬ 
смотреть, просто полагая Tj = оо, что дает Д 2 р = 0 (однако см. ниже). 

Таким образом, при смещении элемента на расстояние 8г в стратифициро¬ 
ванной жидкости полный избыток его плотности относительно плотности 
окружающей среды равен 

Ар = Д,д + Д 2 р = -p[p~ 1 dp/dr - (Г^) -1 dP/dr]8r = -рАЬг. (17.10) 

[Легко видеть, что в линейном приближении Ар — это как раз эйлерова вари¬ 
ация плотности р, обозначенная р' в гл. 5, а Д 2 р — лагранжева вариация 8р; в 
том же приближении первое равенство — это просто соотношение (5.16) 
между обоими типами вариаций.] Тогда выталкивающая сила/ в , действую¬ 
щая на рассматриваемый элемент и отнесенная к единице объема, с точнос¬ 
тью до малых величин первого порядка равна 

f B = -gbp = pg A 8r, (17.11) 

где g = Gm (г)/г 2 — локальное ускорение силы тяжести [G — гравитацион¬ 
ная постоянная, /я(г) — масса, заключенная внутри сферы радиуса г]. Далее, 
если f B VLbr имеют противоположные знаки, то выталкивающая сила будет 
стремиться вернуть элемент на его первоначальный уровень и жидкость бу¬ 
дет конвективно устойчивой. Поэтому из уравнения (17.11) вытекает усло¬ 
вие устойчивости относительно конвекции 

А < 0, (17.12) 

тогда как условие А > 0 соответствует конвективной неустойчивости. Таким 
образом, величина А является локальным критерием конвективной устойчи¬ 
вости. 

В случае конвективной устойчивости и в отсутствие теплообмена, трения 
и т.п. элемент будет совершать простое гармоническое движение относи¬ 
тельно исходного уровня. Угловая частота N такого колебательного движе¬ 
ния определится, если записать f B = —pN 2 8г, откуда 

N 2 = -Ag. (17.13) 

Величину N обычно называют частотой Брунта — Вяйсяля. 

Результат (17.13) легко получить более формально на основании разд. 
17.1. Если давление внутри элемента всегда равно давлению окружающей 
среды, то Р' = 0. Кроме того, в описанной простой картине, очевидно, пре¬ 
небрегают возмущением \р'. Пренебрежем также величиной 8s, запишем 
8Р = 8r- ѴР, используем адиабатическое соотношение между 8Р и 8р [уравнг- 
ние (5.36а)] и вспомним, что (ѴР)/р = - g (ускорение силы тяжести), по¬ 
скольку невозмущенная жидкость по предположению находится в гидроста¬ 
тическом равновесии. Мы получаем 

d 2 6r/dt 2 = - A5rg = A 8rg, (17.14) 

где g = -ge r , если вектор g направлен вдоль радиуса к центру, а 8г — ради- 
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альная составляющая смещения 5г. Записывая 8г ос ехр[/М], сразу получаем 
результат (17.13). В случае несжимаемой жидкости, для которой 5р = 0, бо¬ 
лее прямой способ — это вернуться к уравнению (5.31), снова пренебречь воз¬ 
мущениями Р' и ф' и записать р’ = -6г-Ѵд. Тогда уравнение (17.13) получа¬ 
ется так же, как и выше, только А заменяется на ( Ѵр)/р — значение А при 
Г! = оо. Дальнейшее рассмотрение можно найти в разд. 17.12. 

[Интересно отметить два свойства уравнения (17.13) в случае несжимае¬ 
мой жидкости, т.е. когда вместо А подставлено ( dp/df)/p . Во-первых, 
N 2 > 0 (что соответствует колебательному режиму), только если dp/dr < О, 
т.е. только если плотность возрастает вглубь (мы всегда предполагаем, что 
ускорение силы тяжести g ф 0 и направлено вниз). Если же плотность воз¬ 
растает наружу, что имело бы место, если бы тяжелая жидкость находилась 
над более легкой, то N 2 < 0, и это соответствует динамической неустойчиво¬ 
сти. Следовательно, такая стратификация неустойчива. Этот тип неустойчи¬ 
вости иногда называют неустойчивостью Рэлея — Тейлора (см., например, 
книгу Чандрасекара [72, Ch. X]). Ясно, что неустойчивость Рэлея — Тейлора 
будет существовать при dp /dr > 0 и в случае сжимаемой жидкости, посколь¬ 
ку для системы, находящейся в гидростатическом равновесии, второй член во 
втором равенстве в уравнении (17.10) всегда вносит положительный вклад в 
значение А. Во-вторых, при dp/dr = 0, т.е. для однородной жидкости (когда 
плотность по всему объему системы одинакова), частота N = 0, что соот¬ 
ветствует бесконечно большому периоду. Такая жидкость будет находиться в 
безразличном равновесии относительно рассмотренного здесь вида возмуще- 
йий, и смещенные из состояния равновесия элементы жидкости не будут ос¬ 
циллировать. По существу, именно этот вывод объясняет, почему в однород¬ 
ном несжимаемом шаре не существуют g -моды нерадиальных колебаний (см. 
[136, 338]; определение g -мод см. в разд. 17.7)]. 

Величина А тесно связана с обычным критерием конвективной устойчиво¬ 
сти, введенным К.Шварцшильдом [499]. Действительно, легко показать (см., 
например, [146, Ch. 13]), что в случае неоднородного химического состава, 
непрерывно изменяющегося в пространстве, 

А = Чх г /х р )[Ѵ - V ad + (x/x T )(d In p/d In P)]. (17.15) 

Здесь p — средняя молекулярная масса, \ p = —(d In P/dr) ~ 1 — высота од¬ 
нородной атмосферы, x p и x т были определены в разд. 4.2в, а 

X = ( д ІпР/ д ln/t) p г . (17.16) 

Кроме того, введены обозначения 

V s (dlnT/dlnP), V ad = ( d\nT/dlnP) s (17.17) 

где V — истинный логарифмический градиент температуры в звезде, взятый 
относительно давления, a V ad — логарифмический адиабатический градиент. 

Наконец, полезно заметить, что в случае однородного химического соста¬ 
ва (р постоянно по звезде) величина А служит еще и индикатором того, воз¬ 
растает или убывает (локально) удельная энтропия в звезде в направлении от 
центра. Примем, например, для простоты, что d ІпР равно изменению In Р, 
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связанному с прирашением dr в звезде в радиальном направлении от центра. 
Используя хорошо известное термодинамическое тождество, имеем тогда 
следующее выражение: 

А = -[(Г 2 - \)/T 2 \(pT/P)(ds/dr), (17.18) 

которое показывает, что в тех областях, где удельная энтропия s возрастает 
наружу, А < 0 (что соответствует устойчивости относительно конвекции), и 
обратно. 

17.3. Представление переменных, 
связанных с возмущениями, 
с помощью сферических гармоник 

Сначала запишем уравнение импульса (17.4) через компоненты вектора 6г в 
сферической системе координат: 

5г = е г 8г + е в 8і в + е ф 8і ф , (17.19) 

где e r , ѳ в , в ф — безразмерные единичные векторы сферической системы ко¬ 
ординат (рис. 6.1), 6 г — радиальный компонент вектора 6г, а ді ѳ и Ы ф — его 
трансверсальные компоненты: 

ht e = г8Ѳ, Ы ф = г sin Ѳ&ф, (17.20) 

причем ЬѲ и 8ф — соответствующие приращения полярного и азимутального 
углов Ѳ и ф. Поскольку предполагается, что невозмущенная система находит¬ 
ся в состоянии покоя, то d/dt = d/dt. Кроме того, мы принимаем, что все 
возмущения зависят от времени по закону exp[/af], а значит, д 2 / dt 2 = -а 2 , 
где а — угловая частота колебаний. Вспоминая, что для сферической звезды 
вектор А направлен вдоль радиуса (А = А в г ), получаем в случае адиабатиче¬ 
ского движения следующее представление уравнения импульса (17.4) в виде 


трех скалярных уравнений: 

о 2 hr = Эх/ дг-А (Г,Р/р)а, (17.21а) 

а 2 8і ѳ = г- 1 Э Х / дв = Э(х/г)/ дѲ (17.216) 

а 2 Ы ф = (1 /г sinfl) д Х /дф = (І /sine) д(х/г)/ дф, (17.21в) 

где a = Ѵ-6г(= —Ьр/р), (17.22) 

Х^Р'/р + ф'. (17.23) 


Кроме того, мы часто будем использовать выражение для div5r. С учетом 
(17.21а) — (17.21b) имеем 

V■ бг = г~ 2 dfj 2 hr)/ dr - (or)~ 2 I? x, (17.24) 

где оператор L 2 иногда называют оператором Лежандра: 


I? = — 



1 Э 2 
sin 2 e дф 2 


(17.25) 
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Обычно предполагают, что всякая переменная, связанная с возмущением, 
обусловлена некоторой «нормальной модой» колебаний, и каждую нормаль¬ 
ную моду рассматривают так, как будто существует только она одна. В боль¬ 
шинстве приложений предполагается, что такая мода описывается произве¬ 
дением функции, зависящей только от г, и функции, зависящей только от по¬ 
лярного и азимутального углов 0 и ф. Эта вторая функция принимается про¬ 
порциональной сферической гармонике 1^(6, ф). (Хорошее краткое изложе¬ 
ние свойств сферических гармоник содержится в книгах [108, р. 52 — 53; 461, 
р.414]; более подробную информацию можно найти, например, в [285, гл. 2 и 
3].) Величина / — это степень сферической гармоники, принимающая цело¬ 
численные положительные значения, включая нуль: / = 0, 1,2.Для каж¬ 

дого значения / существует 21+1 возможное значение т: т = —I, —I + 
+ 1,...,/— 1,/; порядок сферической гармоники т иногда называют азиму¬ 
тальным индексом сферической гармоники *. 

Цель этих замечаний — подчеркнуть, что сферические гармоники являют¬ 
ся собственными функциями оператора L 2 с собственными значениями 
/(/ + 1): 

L 2 Yf (0, ф) = 1(1 + 1) Y™ (0, ф) (17.26) 

(см., например, [235]). Кроме того, в предположении х « Yf 1 уравнение 
(17.24) преобразуется к виду 

а = V • 5г = -5 р/р = г~ 2 д^бг)/ дг - 1(1 + \)(аг)~ 2 \ (1 = 0, 1, 2, ...). 

(17.27) 

Это выражение для div5r справедливо как для адиабатических, так и для неа¬ 
диабатических колебаний. 

Случай 1=0 соответствует чисто радиальным колебаниям. 

Укажем также, что выражения для обоих трансверсальных компонентов 
&t e и бі ф не содержат при таком описании никаких дополнительных функций, 
как видно из вторых равенств в (17.216) и (17.21в). Этот результат является 
простым следствием уравнения импульса (17.4), согласно которому вектор 
ускорения элемента массы представляется в виде суммы градиента скалярной 
функции х и чисто радиального вектора (для сферической звезды). 

Для последующего изложения целесообразно получить общее выражение 
для дивергенции эйлеровой вариации f ' (1 — произвольный вектор), которая 
в сферической системе координат имеет вид 

f ' =/;e r + /;e e + /;e 0 (17.28) 

(подобные рассуждения применимы и к лагранжевой вариации 51). Однако 
для векторов, которые равны сумме градиента скалярной функции и чисто 
радиального вектора, оба трансверсальных компонента определяются, оче¬ 
видно, производными по углам от одной и той же функции, которую часто 

* Символ т не должен вносить путаницы, несмотря на его использование в других 
разделах книги для обозначения лагранжевой массовой переменной. Смысл символа т 
поясняется всякий раз, когда он встречается, или же понятен из контекста. 




202 


ГЛАВА 17 


называют тангенциальным компонентом и которую мы будем обозначать 
здесь f' t [примером служат уравнения (17.216) и (17.21в)]. Таким образом, 
f ’e = 9/,'/ 90, /ф = (sinO)- 1 df' t ( дф. Если /' представляет собой произведение 
функции, зависящей только от г, и сферической гармоники У”, то можно за¬ 
писать также 

fe = f't (1/У/”) дГ”/ дѲ, Г ф = /; (l/y^Xl/sine) BY™/ дф. (17.29) 
Следовательно, вектор f' можно представить в виде 

f' =/;e r + /;t, (17.30) 

где t — вектор, лежащий в касательной плоскости (перпендикулярной 
радиус-вектору): 

t — е„ (1/17”) дГ Г / дѳ + ѳ ф (i/sin0)(i/y™) эу," 1 / дф, (17.31) 

причем этот вектор не является единичным. Таким образом, имеем 

ѵ-г = г- 2 ^(г 2 /;)/ эг - 1 /(/ + і)/;. (17.32) 

При сравнении (17.32) с (17.27) видно, что тангенциальный компонент век¬ 
тора 6г, скажем Ы, равен 

Ы = х/(л 2 г) (17.33) 

[величина х определена соотношением (17.23)], а Ѳ- и ф-компоненты даются 
соотношениями (17.29). 

Отметим, что в виде произведения сферической гармоники и функции, за¬ 
висящей только от г, записываются лишь скалярные переменные, связанные с 
возмущениями. 

Стоит упомянуть частный, но важный случай, когда f' равно градиенту 
скалярной функции Я, которая в свою очередь равна произведению сферичес¬ 
кой гармоники и функции только от г, например 

1' = ѴЯ, (17.34) 

или 

г = ѳ г /;+ t/;, (17.35) 

где векторы в г и t определены выше и 

/; = дН/ дг, /; = Н/г. (17.36) 

Выражение (17.34) представляет собой частный случай теоремы Гельмголь¬ 
ца, которая утверждает, что произвольный вектор (удовлетворяющий опре¬ 
деленным довольно слабым математическим требованиям, см., например, 
[444, р. 158]) можно записать в виде суммы градиента скалярного потенциала 
и ротора векторного потенциала. 

Следует отметить, что пропорциональность возмущения сферической гар¬ 
монике подразумевает существование азимутальной бегущей волны, фазовая 
скорость которой равна 


ёф /dt = —а/т. 


(17.36')- • 
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Полезно также привести результат действия оператора Лапласа 
V 2 = V • V на функцию у (г, Ѳ, ф), образованную произведением У™ и функции 
только г: 

Ѵ 2 у = -L — (г 1 —^- /(/ * 1} у = г- 1 &(гу)/ дг 2 - /(/ + 1 )г~ 2 у. (17.37) 
г 2 дг \ дг / г 2 

Описанное разделение переменных, на котором основано практически все 
рассмотрение нерадиальных колебаний звезд, определяет класс сфероидаль¬ 
ных мод. Вектор бг, представляющий смещение элемента массы, удовлетво¬ 


ряет в этом классе мод при а 2 Ф 0 соотношению 

(V х бг) г s 0, (17.38) 

где индекс г обозначает радиальную составляющую. 

Второй класс — крутильные моды — может быть представлен следую¬ 
щими компонентами смещений: 

5г = 0, (17.39а) 

Ы в = [7} m (r)/r sin0]( дѴ, т / дф) exp [iat], (17.396) 

Ы ф = - [7} т (г)/г)(дТр/ дѲ) exp [iat], (17.39в) 


где 7} m (r) — произвольная (но удовлетворяющая граничным условиям) 
функция радиуса г. В статической сферической звезде крутильные моды не за¬ 
висят от времени (а = 0) и характеризуются тем, что лагранжевы и эйлеровы 
вариации давления, плотности и гравитационного потенциала тождественно 
равны нулю. (Действительно, как показано в работе [12], где дано исчерпыва¬ 
ющее рассмотрение этих мод, для такой звезды не существует крутильных 
колебаний с а * 0.) Эти моды представляют некоторый вид медленного за¬ 
кручивания системы. На их существование впервые указал в 1968 г. Перданг 
[436] и обратил особое внимание Саймон [521]; см. также книгу Чандрасекара 
[72, Арр. III]. Автор благодарит П.Смейерса (частное сообщение, 1975), 
привлекшего его внимание к этому классу мод. Для таких мод радиальная со¬ 
ставляющая вектора V х Sr не равна нулю ни в одной точке системы: 

(V х бг) г = /(/ -I- 1)[7} J гУг 2 ] Y™ exp [iat]. (17.40) 

При / = 1 крутильные моды могут быть описаны, согласно [12], выражени¬ 
ем 

5г = О х г ехр[/<7/], (17.41) 

где О — в общем случае векторная функция г. При постоянном 0 эти моды со¬ 
ответствуют твердотельному вращению с постоянной скоростью. 

Обычно считается, что сфероидальные и крутильные моды образуют 
вместе полную систему функций (см., например, [203, 290, 521]). Это предпо¬ 
ложение означает, что произвольную функцию координат можно предста¬ 
вить в виде бесконечной суммы таких мод. 

В настоящей книге мы не будем подробно рассматривать крутильные мо¬ 
ды и всегда будем предполагать, если не оговорено особо, что имеем дело со 
сфероидальными модами. 
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В случае вращающейся звезды крутильные моды имеют отличные от нуля 
частоты и переходят в так называемые «r -моды», введенные в работе [418] ? 
Частоты крутильных мод отличны от нуля и в случае, когда звездные недра 
могут испытывать сдвиговые деформации, например, в частично кристалли¬ 
зовавшемся белом карлике (см. [258]). 

17.4. Порядок уравнений и смежные вопросы 

Какой порядок по пространственным переменным имеет система диффе¬ 
ренциальных уравнений для малых нерадиальных неадиабатических колеба¬ 
ний? Чтобы ответить на этот вопрос, рассмотрим четыре основных диффе¬ 
ренциальных уравнения и перечислим различные неизвестные. Мы имеем сле¬ 
дующие уравнения: 

Уравнение неразрывности. Это скалярное дифференциальное уравнение 
первого порядка, в которое входят р' и три компонента вектора бг [см., на¬ 
пример, (5.29а)]. 

Уравнение импульса. Это векторное дифференциальное уравнение первого 
порядка, включающее величины d 2 br/dt 2 , Р', р' и ф' и соответствующее 
трем скалярным уравнениям первого порядка [см., например, (5.31)]. 

Уравнение энергии. Вариацию удельной энтропии 6s можно исключить из 
этого уравнения [см., например, (5.35а)], подействовав на него оператором 
d/dt и подставив уравнение (17.1). В результате получается скалярное диффе¬ 
ренциальное уравнение первого порядка (по пространственным перемен¬ 
ным), включающее величины Р',р’ ,е' и по три компонента векторов бг и F' . 
Соотношение между е' , р' и V — это обычно всего лишь алгебраическое 
уравнение, получаемое из выражения для скорости генерации энергии е = 
= е(р, Т) (см., например, разд. 4.3). 

Уравнение потока энергии. В явном виде это уравнение еще не приводи¬ 
лось, поскольку не известно его конкретного представления в наиболее об¬ 
щем случае (когда учитывается конвективный перенос). Однако для случая 
лучистого переноса (в диффузионном приближении) и при учете теплопро¬ 
водности это уравнение известно [см., например, (4.41)]. В данном случае 
можно видеть (разд. 17.14), что уравнение для F' является векторным диффе¬ 
ренциальным уравнением первого порядка, включающим величины р ', Т и 
по три компонента векторов бг и F ', т.е. оно соответствует трем скалярным 
дифференциальным уравнениям первого порядка. Соотношение между Р ', р' 
и Г' — это обычно всего лишь алгебраическое уравнение, которое можно по¬ 
лучить из уравнения состояния вещества, Р = Р(р, Т) (см., например, 
разд. 4.2). 

Уравнение Пуассона. Для наших целей это уравнение удобнее рассмотреть 
как два дифференциальных уравнения первого порядка: одно — векторное 
уравнение, получаемое, если взять эйлерову вариацию от уравнения (17.2), а 
другое — скалярное, получаемое при линеаризации уравнения (17.3). Следо¬ 
вательно, уравнение Пуассона эквивалентно четырем скалярным дифферен- 

* См. также Saio Н. Astrophys. J., 256, 717, 1982. — Прим, перев. 
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циальным уравнениям первого порядка для величины ф' и трех компонентов 
вектора f ', представляющего эйлерову вариацию силы гравитации на едини¬ 
цу массы. 

Таким образом, зависимыми переменными являются, например, Я', р', 
ф' и три компонента каждого из векторов 6г, F' и f'.T.e. всего 12 скалярных 
переменных. [Конечно, вместо эйлеровых вариаций в качестве зависимых пе¬ 
ременных всегда можно использовать лагранжевы вариации, поскольку есть 
соотношение (5.16), связывающее оба типа вариаций.] Итак, всего имеется 12 
скалярных дифференциальных уравнений первого порядка по пространствен¬ 
ным координатам, и поэтому мы имеем систему 12-го порядка. Однако, как 
мы видели в гл. 9, при неадиабатических колебаниях каждая зависимая пере¬ 
менная должна быть комплексной, т.е. фактически мы имеем систему 24-го 
порядка в вещественных переменных. 

Предположение о том, что каждая скалярная переменная пропорциональ¬ 
на сферической гармонике Y™(8, ф), позволяет исключить шесть переменных 
(по два компонента векторов 6r, F' и Г) и шесть уравнений: два уравнения 
импульса, два — потока, и два — ускорения силы тяжести [оба тангенциаль¬ 
ных компонента каждого вектора можно представить в виде алгебраических 
выражений для скалярных переменных, см., например, уравнения (17.216) и 
(17.21в)]. Тогда мы получаем систему 6-го порядка в комплексных перемен¬ 
ных, или 12-го порядка в вещественных переменных. 

Другая точка зрения по этому же вопросу изложена в разд. 18.1. 

В адиабатическом приближении уравнение энергии не используется, а поэ¬ 
тому отсутствуют уравнения для потока энергии. Следорательно, система 
будет лишь 4-го порядка в комплексных переменных. Однако в случае адиаба¬ 
тических колебаний каждую зависимую переменную можно рассматривать 
как чисто вещественную (гл. 8), т.е. в этом приближении мы имеем фактиче¬ 
ски систему 4-го порядка в вещественных переменных. Причина, по которой 
соответствующая задача для радиальных колебаний оказывается задачей 
только второго порядка, состоит в том, что для таких колебаний уравнение 
Пуассона допускает тривиальное решение (гл. 6). Далее мы всюду будем рас¬ 
сматривать адиабатические колебания, если не оговорено иначе. 

Важно отметить, что поскольку порядок т сферической гармоники не вхо¬ 
дит ни в одно из уравнений задачи (как адиабатической, так и неадиабатичес¬ 
кой), собственные значения малых нерадиальных колебаний статических 
звезд оказываются вырожденными по т: для каждого значения / существует 
21 + 1 значение т. И при отсутствии возмущений, таких, как вращение или 
магнитные поля (гл. 19), все эти собственные значения для данного / совер¬ 
шенно одинаковы. 

Перейдем теперь к описанию общих методов решения. 

17.5. Методы решения 
для моделей общего вида 

В этом разделе мы представим некоторые уравнения малых адиабатиче¬ 
ских нерадиальных колебаний сферических звезд (с учетом предположений,’ 
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сделанных в гл. 15) в форме, в которой они использовались для звездных мо¬ 
делей общего вида. Первая форма уравнений (п. 17.5а) описана Леду и Валь- 
равеном [345, § 79] и использована, например, Смейерсом [524]. Вторая фор¬ 
ма (п. 17.56) была выведена Дзембовским [187], и ее использовали, например, 
Осаки и Хансен [410]. 

17.5а. ПЕРВАЯ ФОРМА УРАВНЕНИЙ 

Чтобы получить это представление, объединим уравнения энергии и не¬ 
разрывности, а также используем уравнение импульса для радиальной со¬ 
ставляющей поля смещений и уравнение Пуассона. Вводя новые переменные 


и = г 2 5г, (17.42) 

у = Р'/р, (17.43) 

легко показать, что все три уравнения: импульса, неразрывности и уравнение 
Пуассона соответственно — после некоторых преобразований принимают 

dy/dr = [(а 2 + Ag)/r 2 )u - Ay - dip 1 /dr, (17.44) 

du/dr = (pg/T { P)u + [/(/ + 1 )/a 2 - r 2 p/T l P]y + [/(/ + \)/a 2 W, (17.45) 


r~ 2 d (r 2 d\p’/dr)/dr = ~(4irGpA/r 2 )u + (4»Ор 2 /Г,Я) у + [/(/ + lj/r 2 ]^'.(17.46) 

В этих уравнениях зависимые переменные и, у и \р' рассматриваются как 
функции только от г, т.е. считается, что все уравнения сокращены на общий 
множитель У™(0, Ф). Очевидно, что эти дифференциальные уравнения обра¬ 
зуют систему четвертого порядка. 

Поскольку эти уравнения применимы, по-видимому, при любом значении 
/, они должны описывать как частный случай адиабатические чисто радиаль¬ 
ные колебания, характеризуемые значением / = 0 и подробно рассмотренные 
в гл. 8. Справедливость данного утверждения была продемонстрирована в 
явном виде Смейерсом [524]. Поэтому в дальнейшем большинство замечаний 
будет ограничиваться случаем / > 0. 

17.56. ВТОРАЯ ФОРМА УРАВНЕНИЙ 

Чтобы получить это представление дифференциальных уравнений (17.44) — 
(17.46), определим, согласно Дзембовскому [187], четыре безразмерные зави¬ 
симые переменные 

у х * Ьг/г, у 2 ш (1 /gr)(P'/p + ip'), У ъ * (1 /gr)\p', у 4 ш (l/g)dip'/dr, (17.47) 

где g — локальное ускорение силы тяжести. Мы используем также безраз¬ 
мерную угловую частоту 0 [уравнение (8.20)] и определим безразмерную 
функцию Cj и ( г /д)3 м/т, (17.48) 

где т — масса внутри сферы радиуса г. Кроме того, используем безразмер¬ 
ные переменные теории внутреннего строения звезд (см., например, [71]) 

U * d lnm/d In г, V ш —d In P/d lnr = grp/P, (17.49) 

где второе равенство в выражении для V относится к сферическим звездам в 
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состоянии гидростатического равновесия. Тогда дифференциальные уравне¬ 
ния (17.44) — (17.46) преобразуются в следующую систему четырех уравне¬ 


ний первого порядка: 

rdy t /dr = (К/Г, - 3)у, + [/(/ + 1)/с,0 2 - К/Г,]>- 2 + (К/Г,)у 3 , (17.50) 

rdy 2 /dr = (е,Я 2 + Аг)у х + (1 - U - Аг)у г + Агу у (17.51) 

rdy 3 /dr = (1 - U)y 3 + у 4 , (17.52) 

rdy/dr = — UAry { + ( UV/r t )y 2 + [/(/ + 1) - UV/T x ]y 3 - Uy A , (17.53) 


где снова все уравнения уже сокращены на общий множитель К / т (0, ф). 

В приведенной формулировке представлены четыре дифференциальных 
уравнения первого порядка (вместо двух уравнений первого порядка и одного 
уравнения второго порядка, как в предыдущей формулировке), поскольку 
уравнение Пуассона эквивалентно двум дифференциальным уравнениям пер¬ 
вого порядка (разд. 17.1). 

17.6. Граничные условия 

В этом разделе мы рассмотрим граничные условия как в центре (п. 17.6а), 
так и на поверхности (п. 17.66) в случае малых адиабатических колебаний сфе¬ 
рических звезд, для которых справедливы все три предположения, сделанные 
в разд. 15.2. (Однако для общности мы не будем в явном виде предполагать, 
что плотность на поверхности системы обращается в нуль.) Мы увидим, и 
это неудивительно, что граничные условия оказываются более сложными, 
чем для чисто радиальных колебаний, рассмотренных в гл. 8. В большей ча¬ 
сти этого раздела будем принимать, что / > 0. Кроме того, будем использо¬ 
вать преимущественно переменные и, у и ф', введенные в разд. 17.5а. 

17.6а. ЦЕНТР ЗВЕЗДЫ 

Переходя к анализу решения уравнений (17.44) — (17.46) вблизи центра 
звезды, сначала заметим, что в сферической звезде величины А, g, dp/dr и 
dP/dr вблизи центра пропорциональны г, а величины р, Р и Г, по мере приб¬ 
лижения к центру стремятся к конечным значениям. Поэтому при г — 0 вели¬ 
чина Ag в уравнении (17.44) становится малой по сравнению с <т 2 , а второй 
член в квадратных скобках в уравнении (17.45) становится малым по сравне¬ 
нию с первым. 

Предположим теперь, что вблизи центра справделивы разложения 


= г" £ Y/, 

(17.54а) 


(17.546) 


(17.54b) 
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где Y y , U y и Ъ у — постоянные, которые надлежит определить, причем пред¬ 
полагается, что все ряды сходятся. Допустим, что по крайней мере две из 
трех зависимых переменных, скажем Ьг и Р ', остаются конечными при г = 0. 
Тогда дифференциальные уравнения требуют, чтобы и третья переменная, в 
данном случае ф '. также оставалась конечной при г = 0, что следует также из 
физических соображений. Поскольку поведение зависимых переменных вбли¬ 
зи центра (г = 0) определяется показателями а, b и с в разложениях (17.54), 
чтобы удовлетворить этим центральным граничным условиям, мы должны 
иметь а ^ 0, b > 2 и с ^ 0. Из соотношения (17.54а) следует, что при г — 0 
8Р <х л“, а для адиабатических колебаний и р’ <х г°. 

Однако поскольку наши зависимые переменные должны удовлетворять 
дифференциальным уравнениям, величины а, b и с должны быть связаны 
друг с другом. Действительно, можно показать, что при / Ф 0 

с = Ъ - 1 = а. (17.55) 

Подставим теперь разложения (17.54а) — (17.54в) в дифференциальные 
уравнения (17.44) — (17.46) с учетом соотношения (17.55) и приравняем коэф¬ 
фициенты при наинизших степенях г, считая величины р, РпТ { вблизи г = 0 


постоянными. Получим 

вГ 0 =о 2 (/ 0 -а¥ 0 , (17.56) 

(а + 1 )Ѵ 0 = [/(/ + 1)/а 2 ](У 0 + * 0 ). (17.57) 

а(а + 1)* 0 = 1(1 + 1)¥ 0 . (17.58) 

Последнее условие дает при / Ф 0 и при Ф 0 * 0 

а =1,-1- 1. (17.59) 


Уравнения (17.56) и (17.57) приводят к такому же результату, если U Q Ф 0. 
Значение а = — I — 1 следует отбросить, чтобы избежать особенностей в 
точке г = 0. Тогда, чтобы удовлетворить граничным условиям при г = 0, 
разложения (17.54а) — (17.54в) для / Ф 0 должны иметь следующий вид: 


Отметим также, 


5 r = r‘~ x £ U v r\ (17.60а) 

ѵ = О 

P'/p = r J £ Y/\ (17.606) 

ф' = г' £ ♦„г". (17.60b) 

имеем следующее условие [см. соотношение (17^56)]: 
<7 2 1/ 0 = /(Г 0 + *,,)• (17.61) 


Следовательно, для заданных а 1 и / граничные условия в центре оставляют 
неопределенными две из трех постоянных U Q , Y Q , Ф 0 . Как мы увидим в 
п. 17.66, значения двух этих постоянных должны быть выбраны так, чтобы 
выполнялись граничные условия на поверхности звезды. 
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В центре звезды существует интересная связь между радиальной (6л) и тан¬ 
генциальной (6/) составляющими лагранжева смещения 6г. На основании со¬ 
отношения (17.33) имеем St = (Р'/р + ф')/(а 2 г). Подставляя сюда разложе¬ 
ния (17.60а) — (17.60в), ограничиваясь первыми членами и учитывая условие 
(17.61), получаем для г = 0 

St = ( Sr)/I . (17.62) 

Выражение (17.62) — это лишь частный случай более общего соотноше¬ 
ния, выполняющегося для любого вектора, пропорционального градиенту 
скалярной величины, которая в свою очередь пропорциональна сферической 
гармонике. Если F ( HF f — тангенциальная и радиальная составляющие тако¬ 
го вектора F [см. выражение (17.30)], то более общий результат, получаемый 
из требования, чтобы величина V ■ F была при г = 0 конечной (см. ниже), 
состоит в следующем: 

(F/F,) r=0 = /. (17.62') 

Граничные условия в центре, полученные довольно формально, можно 
рассмотреть с физической точки зрения. Отметим, что в данном случае ли¬ 
нейных нерадиальных адиабатических колебаний фигурируют лишь два век¬ 
тора: лагранжево смещение 6г элемента массы и сила, скажем, f ', связанная с 
эйлеровой вариацией ф' гравитационного потенциала и отнесенная к единице 
массы:!' = -Ѵ^'. Кроме того, встречаются две дивергенции :Ѵ • 5г в урав¬ 
нении неразрывности и V • Г в уравнении Пуассона. Тогда требование, что¬ 
бы величины Sp и р ' оставались конечными при г = 0, приводит к требова¬ 
нию, чтобы обе дивергенции также оставались конечными в этой точке. 
Можно показать, что для выполнения последнего требования необходимо и 
достаточно, чтобы поведение переменных вблизи центра описывалось разло¬ 
жениями (17.60а) — (17.60в) [см. также соотношение (17.62']. 

Можно заметить, что нерадиальные колебания (/ > 0) отличаются от ра¬ 
диальных (/ = 0) тем, что в центре (г = 0) обе вариации Р' и SP должны об¬ 
ращаться в нуль в первом случае, но не во втором. Кроме того, для неради¬ 
альных колебаний 8г = 0 в точке г = 0 только при / > 1. «Дипольная» мода 
/ = 1, для которой Sr Ф 0 при г = 0, соответствует смещению геометриче¬ 
ского центра конфигурации. Для несжимаемой жидкости этот случай соот¬ 
ветствует перемещению всей конфигурации. Однако для сжимаемой жидко¬ 
сти этот случай может соответствовать и такому смещению, при котором 
центр системы остается неподвижным, что впервые показал Смейерс [523] 
(см. также разд. 17.8). Простой пример таких колебаний при т — 0 — это 
стоящий на льду человек на коньках, который держит в руках тяжелые ганте¬ 
ли и сгибает и разгибает обе руки одновременно прямо перед собой. В этом 
случае положение центра масс человека периодически изменяется, но центр 
масс системы остается неподвижным. Другой пример — человек, расхажива¬ 
ющий взад и вперед по плоту, плавающему на воде. Для т = ± 1 простой 
пример колебаний с / = 1 — это человек на коньках, который держит ганте¬ 
ли на фиксированном расстоянии перед собой и при этом вращается вокруг 
вертикальной оси. Еще один подобный пример — система Земля — Луна: 


14-362 
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центр Земли смещен относительно центра масс системы на расстояние около 
4500 км, а прямая линия, соединяющая Луну с Землей, вращается с лунным 
сидерическим периодом вокруг центра масс системы. 

Чтобы получить рекуррентные соотношения для коэффициентов в разло¬ 
жениях (17.60а) — (17.60в) при ѵ > 0, необходимо представить коэффициен¬ 
ты, входящие в дифференциальные уравнения (17.44) — (17.46), в виде рядов 
по степеням г. Конечно, значения этих коэффициентов зависят от свойств не¬ 
возмущенной модели. Считая модель сферически симметричной, можно за¬ 
писать, что вблизи г = 0 


А/г = Е А 2ѵ г2Ѵ ' 

(17.63а) 

A g/t= £ в 2 /\ 

(17.636) 

р/(ГЛ = Е «Ѵ* 

(17.63b) 

Е^ѵ 2 ', 

(17.63г) 

р г /(гГ,Я)= £ £ 2г л, 

(17.63д) 

где коэффициенты разложений предполагаются известными из свойств не¬ 
возмущенной модели. Подставляя эти разложения и разложения 
(17.60а) — (17.60в) в уравнения (17.44) — (17.46), получаем в случае / * Осле- 


дующие уравнения: 
г'" 1 £ [(/ + „)(У„ + *„) - о 2 иу = 

= г ' +1 Е < д 2А- А ъ у У**’ • ( 17 64 ) 

г‘ £ [(/ + 1 + ѵ)и„ - /(/ + 1)(У„ + *)/о 2 У = 

= г' +2 I - Ѵ ѵ )^ + \ (17.65) 


/- 2 £ М2/ + 1 + г)]*/*» 

«'=0 

= - 4жСг< £ [D 2tt (A 2v U i - 07.66) 
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Разложения в левой части начинаются с членов, порядок которых на две 
единицы меньше, чем порядок соответствующих членов в правой части. Поэ¬ 
тому в левой части коэффициенты при г" для ѵ = 0 и ѵ = 1 должны обра¬ 
щаться в нуль. Приравнивание нулю коэффициента с ѵ = 0 в формуле (17.64) 
приводит к соотношению (17.61). Это же соотношение получается из уравне¬ 
ния (17.63), а коэффициент при г° в уравнении (17.66) просто равен 0. Прирав¬ 
нивание нулю коэффициентов в (17.64) — (17.66) су = 1 дает (/, = 0, У, = 0 
и = 0, что является следствием предположения о сферической симметрии 
невозмущенной модели. Это предположение определило также вид разложе¬ 
ний (17.63а) — (17.63д), принятых для параметров невозмущенной модели. 

Приравнивание нулю коэффициентов при следующих степенях г в 
(17.64).— (17.66) дает, наконец, первые рекуррентные соотношения: 

(/ + 2)(У 2 + * 2 ) - a 2 U 2 = B 0 U Q - A 0 Y V (17.67а) 

(/ + 3 )U 2 - /(/ + 1)(У 2 + * 2 )/а 2 = E 0 U 0 - С 0 У 0 , (17.676) 

(21 + 3)* 2 = - 2tGD^A q U q - C Q Yf). ( 17 . 67 b ) 

Из этих уравнений для заданных / и а 2 можно выразить значения U 2 , У 2 , и ¥ 2 , 
например, через U Q и У 0 [см. уравнения (17.56) — (17.58)] и через несколько 
первых членов в разложениях (17.63), характеризующих невозмущенную мо¬ 
дель. Аналогичная процедура для следующих степеней г дает U 3 = 0, У 3 = 0 
и ¥ 3 =0; и вообще все коэффициенты U v , Y v и при нечетных ѵ оказываются 
равными нулю. Продолжая подобные действия, мы приходим к выводу, что 
можно вычислить столько коэффициентов в разложениях (17.60а) — (17.60в), 
сколько необходимо. В результате получаются степенные ряды с известными 
коэффициентами, представляющие для заданных / и а 2 решение уравнений 
(17.44) — (17.46) вблизи центра звезды. 

17.66. ПОВЕРХНОСТЬ ЗВЕЗДЫ 

На поверхности сферической звезды имеем г = R, где R — равновесный ра¬ 
диус звезды (иногда его помечают индексом 0), который здесь предполагает¬ 
ся постоянным. Как уже отмечалось выше (см. гл. 15 и начало настоящей гла¬ 
вы), предположение об отсутствии давления на поверхности, Р = 0, обычно 
является вполне удовлетворительным и используется почти во всех случаях. 
Это предположение требует, чтобы лагранжева вариация давления также об¬ 
ращалась в нуль на поверхности: 


5 Р = 0. (17.68) 

Поскольку вектор ѴР 0 в сферической звезде имеет лишь радиальную 
составляющую dPg/dr, которая на поверхности обращается в нуль, если плот¬ 
ность там равна нулю, тогда и эйлерова вариация давления на поверхности 
Р' = 0. Более общие граничные условия на поверхности рассматриваются в 
гл. 3 книги Унно и др. [593]. 

Граничное условие на поверхности (17.68) иногда записывают в более раз¬ 
вернутом виде. Для существования регулярных решений (а лишь они обычно 
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интересны с физической точки зрения) необходимо, чтобы ЬР/Р всюду, в том 
числе и на поверхности звезды оставалось конечным, если давление = 0 на 
поверхности невозмущенной модели (точнее, обычно предполагают, что на 
поверхности невозмущенной модели становится малым или обращается в 
нуль отношение Р/р). В полной аналогии со случаем чисто радиальных коле¬ 
баний, рассмотренных в гл. 8, значение ЬР/Р на поверхности, согласующееся 
с граничным условием (17.68), можно и в случае нерадиальных колебаний 
определить на основе линеаризованного уравнения импульса. Как и в случае 
чисто радиальных колебаний, это значение можно найти двумя способами, 
что подчеркивал Дзембовский [187]: 

а. Можно рассмотреть адиабатические нерадиальные колебания изотер¬ 
мической атмосферы (как в разд. 8.4). Тогда ЬР/Р определится из условия, 
что при г — оо акустическая энергия на единицу объема остается конечной. 
(Это условие иногда называют условием отражения, см., например, [19].) 

б. Можно использовать само линеаризованное уравнение импульса и из не¬ 
го непосредственно получить значение ЬР/Р на поверхности до некоторой 
степени подобно тому, как было сделано в разд. 8.3 для случая чисто ради¬ 
альных колебаний. 

Результаты подхода (б) применимы и к неадиабатическим колебаниям (гл. 
18), а потому являются более общими, чем в подходе (а). Кроме того, метод 
(б) намного проще для вычислений. Метод (а) был использован в работах [19, 
271] (см. также [269]) для нахождения граничного условия отражения. Здесь 
же мы представим результаты использования метода (б). 

По-видимому, лучше всего начать с линеаризованного уравнения импульса 
в форме (5.32), причем силу на единицу массы возьмем равной f = — Ѵ^, где 
ф — гравитационный потенциал. Рассмотрим только случай, когда в невоз¬ 
мущенном состоянии звезда является статической и сферически симметрич¬ 
ной. Поэтому можно заменить d/dt на д/ді; будем предполагать также, что 
все вариации пропорциональны ехр[/ст/]. Тогда после некоторых преобразова¬ 
ний линеаризованное уравнение импульса можно разрешить относительно 
Ѵ(ЬР/Р), если использовать уравнение неразрывности в форме (17.22) и 
(17.27) и уравнение импульса для невозмущенной модели (УР)/р = д. Пра¬ 
вую часть полученного выражения можно представить как произведение 
(1/Хр) на величину, содержащую, в частности, ЬР/Р, где 
\ р = P/(pg) — высота однородной атмосферы , a g — локальное ускорение 
силы тяжести [см. (17.11)]. [Полученное выражение аналогично (8.10).] По¬ 
скольку вблизи поверхности I Ѵ(ЬР)/Р\ должно оставаться конечным, а \ р 
мало или равно нулю, то и величина, на которую умножается (1/Х Я ), также 
должна быть малой или равной нулю. Приравнивая радиальный компонент 
этой величины нулю и разрешая относительно ЬР/Р, получим 

ЬР/Р = - (o 2 r 2 /Gm + 4 - 4irprVm)5r/r + 

+ [/(/+ П/оѴК Р'/р + Г) + g -'дф'/дг, (17.69) 
что выполняется по крайней мере с точностью до множителя [1 + 0(Хр//?>] 
для всей правой части, где функция 0(Х Я /К) может представлять собой ряд 
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по степеням ( Xp/R ), главный член которого порядка Xp/R. [Уравнение (17.69) 
аналогично уравнению (8.11).] Значение 5Р/Р на поверхности получают при 
подстановке в правую часть поверхностных значений соответствующих вели¬ 
чин. В частности, значение дф’/дг на поверхности можно исключить из 
(17.69) с помощью граничного условия (17.71). 

Уравнение, получающееся после исключения дф’ /дг, представляет опреде¬ 
ленный интерес, и оно было проанализировано в [59]. Предполагая, что на 
поверхности 5Р = 0, мы после некоторых пребразований находим 

6Р/Р = [/(/ + ОС/л/оѴ - aV/Gm - 4 \6r/r + 

+ [1(1+ YiGm/tp-r 3 - l - 1 W/gr. (17.6Sf) 

В приближении Каулинга (разд. 17.9) остается только член с Ьг/г. 

Для чисто радиальных колебаний / = 0, и легко показать, что 

дф'/дг = — ArGpbr. (17.70) 

Следовательно, в этом случае уравнение (17.69) точно сводится к уравнению 

( 8 . 11 ). 

Уравнения (17.68) или (17.69), или (17.69') дают о дно граничное условие на 
поверхности (в радиальном случае только это условие и требуется, см. гл. 8). 
Второе граничное условие на поверхности связано с возмущением ф' гравита¬ 
ционного потенциала. В [345, §75] показано, что это граничное условие имеет 
вид 

дф'/дг + ф'(1 + 1 )/R = - 4irGpSr. (17.71) 

Уравнения (17.68) или (17.69) или (17.69') и (17.71) — это те два граничных 
условия, которые должны выполняться на поверхности сферически симмет¬ 
ричной конфигурации в случае малых адиабатических нерадиальных колеба¬ 
ний при отсутствии давления на поверхности. Физически второе условие вы¬ 
ражает требование, чтобы как эйлерова вариация гравитационного потенци¬ 
ала, так и ускорение сильі тяжести были непрерывными при пересечении по¬ 
верхности звезды, деформированной возмущениями. Выполнение этих усло¬ 
вий при заданных / ид 2 позволяет найти два параметра, которые остались 
неопределенными в центральных граничных условиях, рассмотренных в 
п. 17.6а. 

Два граничных условия для центра звезды состоят в том, что какие-либо 
две из зависимых переменных должны оставаться конечными в центре. Та¬ 
ким образом, условия в центре и на поверхности вместе образуют четыре 
граничных условия, которые должны выполняться для рассматриваемых ко¬ 
лебаний. Однако,поскольку наша система дифференциальных уравнений име¬ 
ет четвертый порядок и является однородной, одна из четырех постоянных 
интегрирования должна оставаться произвольной вследствие произвольной 
нормировки. А тогда все четыре граничных условия могут выполняться 
только при определенных значениях а 2 . Таким образом, мы опять имеем за¬ 
дачу о собственных значениях, и собственным значением является а 2 . Однако, 
за исключением некоторых предельных случаев (разд. 17.9Хуравнения неради- 
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альных колебаний не образуют системы Штурма — Лиувилля, и поэтому, 
как правило, не существует простого и однозначного метода упорядочения 
собственных значений. 

Наконец, интересно рассмотреть значение St/5r на поверхности звезды, 
где St и Sr — соответственно тангенциальная и радиальная составляющие ла- 
гранжева смещения Sr элемента массы. Легко показать, что' 

(St/Sr) r=R = 0" 2 [1 + Ф'/(Р'/р)\ г=к , (17.72) 

О 2 — безразмерная угловая частота, определенная в гл. 8. 

Поскольку \ф'/(Р'/р)\ порядка единицы (кроме того, величиной ф' часто 
вообще пренебрегают, см. разд. 17.9), {St/Sr) r=R а П~ 2 . 

17.7. Однородная сжимаемая модель 

Однородная сжимаемая модель (йо всех точках которой плотность одинако¬ 
ва), разумеется, очень далека от действительности. Тем не менее она пред¬ 
ставляет интерес, поскольку для этой модели дифференциальные уравнения 
малых адиабатических нерадиальных колебаний можно свести к системе вто¬ 
рого порядка по пространственным координатам. А решение дифференци¬ 
альных уравнений сравнительно низкого порядка можно найти в виде доволь¬ 
но простых степенных рядов. Отметим, что для однородной модели не выпо¬ 
лняется предположение р = 0 на поверхности, сделанное в гл. 15. Однако 
остальные предположения по-прежнему остаются в силе. 

Первым рассмотрел эту модель Пекерис [432], и хорошее краткое изложе¬ 
ние его работы можно найти в [345, §76]. Пекерис взял линеаризованные 
уравнения неразрывности, импульса и уравнение Пуассона для сферически 
симметричной модели общего вида, находящейся в гидростатическом равно¬ 
весии, и объединил их с линеаризованным уравнением энергии для адиабати¬ 
ческих колебаний. В результате получилась система из двух дифференциаль¬ 
ных уравнений второго порядка относительно Sr и а ■ V • 5г( = —8р/р) 
(разд. 17.1). В случае однородной модели эти два уравнения не связаны друг с 
другом и одно из них становится дифференциальным уравнением второго по¬ 
рядка, зависящим только от а. Пекерис представил его общее решение в виде 
степенного ряда. Требование, чтобы этот ряд удовлетворял граничным усло¬ 
виям, приводит к довольно простым аналитическим формулам для собствен¬ 
ных частот колебаний. Эти формулы дают предварительное представление о 
так называемых р- и g -модах нерадиальных колебаний, которые будут рас¬ 
сматриваться ниже в данном и последующих разделах книги. 

Для однородной модели при г ^ R, где R —- равновесный радиус звезды, 
имеем 


р{г) = const - р 0 , 

(17.73) 

P(r) = Узтвр^Ч 1 - г 2 //? 2 ). 

(17.74) 

А = - (Г 1 Р)~ 1 dP/dr ( > 0). 

(17.75) 
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Упомянутое выше дифференциальное уравнение второго порядка относи¬ 
тельно а при Tj = const можно записать в виде [345, eq.(76.6)] 

(R 2 - г і )д 1 а/дг 2 + da/dr((lR 2 - бг 2 )]//- + 

+ а[2П 2 /Г, + 8/Г, -6-2/(/ + 1)/Г,П 2 - /(/ + 1)(/? 2 - г 2 )/г 2 ] = 0. 

Представление решения этого уравнения в виде степенного ряда показывает, 
что вблизи центра а ос г 1 . Собственные частоты модели определяются тогда 
из условия, что степенной ряд должен быть некоторым конечным полино¬ 
мом (Пекерис [432] показал, что при г = R бесконечный степенной ряд расхо¬ 
дится). Это условие имеет вид 

П 2 -/(/+ 1)/І) 2 = -4 + Г,[л(2/+2л + 5) + 2/ +3] = 2D„ (л = 0,1,2,...), (17.76) 

где для краткости правая часть записана как 2 D n . Здесь Q — безразмерная со¬ 
бственная частота, введенная в гл. 8. При / = 0 уравнение (17.76), как и сле¬ 
довало ожидать, дает собственные частоты радиальных пульсаций (гл. 8). 

Уравнение (17.76) является квадратичным относительно П 2 , и его решения 
П} п = D n ±(D 2 n + 1(1 + 1)]*. (17.77) 

Отметим, что при заданных /ил один из двух корней всегда отрицательный, 
это соответствует динамической неустойчивости. Как мы увидим ниже (разд. 
17.12), такое поведение связано с тем, что вся однородная модель конвектив¬ 
но неустойчива (А > 0). 

Рассмотрим теперь колебания при больших л для фиксированного /. Тогда 
при л ► 1 две совокупности корней уравнения (17.77) таковы: 

0* 2Г,л 2 + 1(1 + 1)/2Г,л 2 (р-моды), (17.78а) 

П 2 „ *-/(/+ 1)/2Г,л 2 (g -моды). (17.786) 

Таким образом, для заданного / существуют два спектра, один из которых со¬ 
ответствует динамически устойчивым модам и характеризуется тем, что при 
л — оо собственные значения О 2 стремятся к бесконечности; другой спектр со¬ 
ответствует динамически неустойчивым модам и характеризуется тем, что 
при л — оо собственные значения стремятся к нулю. Первую совокупность со¬ 
бственных значений и собственных функций называют р-модами, 
вторую — g -модами. (Ниже мы увидим, что g -моды не всегда являются ди¬ 
намически неустойчивыми.) 

Эта терминология, введенная Каулингом [109], основана на следующих 
фактах, не все из которых имеют отношение к рассматриваемой однородной 
сжимаемой модели (см. ниже), р-моды являются преимущественно радиаль¬ 
ными и характеризуются относительно большими эйлеровыми вариациями 
давления и плотности; их иногда называют акустическими модами, g -моды 
преимущественно трансверсальные и характеризуются относительно малы¬ 
ми эйлеровыми вариациями давления и плотности; их иногда называют гра¬ 
витационными модами. Хилл [268] сравнивает эти моды с качающимся на во¬ 
де поплавком. То, что для g -мод движения являются преимущественно транс¬ 
версальными, легко увидеть, например, из уравнения (17.14), где пренебрега- 
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ется величинами Р‘ и ф'. Согласно этому уравнению, ускорение элемента 
массы пропорционально составляющей Ьг вектора <5г, направленной вдоль 
вектора ускорения силы тяжести д, которое для сферической звезды в гидро¬ 
статическом равновесии в свою очередь направлено радиально. Малая вели¬ 
чина ускорения элемента массы (оно пропорционально Іа 2 І для g -мод высо¬ 
кого порядка) требует, чтобы движение характеризовалось малыми радиаль¬ 
ными, а значит, в основном трансверсальными смещениями. По словам Кау- 
линга [109], «...движение (соответствующее g -модам) является главным об¬ 
разом горизонтальным и обусловлено стремлением силы тяжести сгладить 
различия плотностей на любой сфере, концентричной со звездой». Отметим, 
что для g -мод с очень большими периодами адиабатическое приближение 
может оказаться не очень хорошим. Другие доводы в пользу того, что р- 
моды преимущественно радиальные, а g -моды — трансверсальные, будут 
представлены в разд. 17.12. 

С другой стороны, при / = л и п > 1 имеем для g -мод выражение 

Q 2 „ * - 1/(4Г,), (17.79) 

которое от л не зависит. Физически этот случай соответствует движению эле¬ 
ментов вещества, размер которых во всех направлениях приблизительно оди¬ 
наков и намного меньше звездного радиуса. Как мы увидим, можно считать, 
что g -моды с большими / и я описывают, по крайней мере в некотором смыс¬ 
ле, конвекцию. Независимость 12 2 п от л в этом пределе соответствует тому 
обстоятельству, что частота Брунта — Вяйсяля (разд. 17.2) не зависит от 
размеров элемента жидкости. 

Как следует из уравнений, представленных в [345, §76], для однородной 
модели каждая пара р- и g -мод с заданными /ил имеет одну и ту же со¬ 
бственную функцию а 1п { = - 6р/р 0 = -р’/р 0 для однородной модели). То 
же справедливо и для ф[ п и ЬР ІП , но не для 5 r l n . 

Рассмотрение этого случая в [488] (краткое изложение см. в [345, §76]) по¬ 
казало следующее. 

Для р-мод Ьг имеет на один узел больше, чем а, а для g -мод обе эти величи¬ 
ны имеют одинаковое число узлов. Для самых низших (л = 0) р- и g -мод с 
I > 0 результаты таковы (узлы в центре звезды не считаются): дляр-моды а, 
ф ', 8Р и др не имеют узлов, а Ьг имеет один узел; для g -мод ни одна из этих ве¬ 
личин не имеет узлов (т.е. при любом г в диапазоне 0 ^ г ^ R все величины 
сохраняют знак). Можно отметить, что р-мода с л = 0 обычно считается 
ближайшим нерадиальным аналогом основной моды чисто радиальных ко¬ 
лебаний произвольной модели звезды. 

Для однородной сжимаемой модели, как впервые указал Чандрасекар [77], 
существует еще одна мода колебаний, частный случай из класса кель^винов- 
ских мод. Эта мода характеризуется для данной модели чисто соленоидаль- 
ными смещениями, при которых V • 6г = 0. Отсюда следует, что 6Р = 0 и 
8р = 0, как и для несжимаемой жидкости, причем первое соотношение спра¬ 
ведливо для адиабатических колебаний. Собственные значения для этой мо¬ 
ды равны [77, 523] 

12 2 = 21(1- 1)/(2 1+ 1). 


(17.80) 
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Это выражение справедливо и для однородной несжимаемой сферы, впервые 
изученной Кельвином [572]. Фактически, указанная мода является единствен¬ 
ной возможной модой колебаний такой модели, что и привело к появлению 
термина «кельвиновская мода». Она соответствует /-моде Каулинга [109] и 
для моделей общего вида не является соленоидальной, как показано в [453]. 
По этой причине /-моду для моделей общего вида иногда называют псевдо- 
кельвиновской модой. 

Можно отметить три обстоятельства: 1) Oj = 0 при / = 0 или / = 1; 2) 0 j 
не зависит от Г, (что вытекает из соотношений 5Р = 0 и Ьр = 0); 3) fly не за¬ 
висит от л, т.е. существует только наинизшая мода, л = 0. 

Применяя к однородной модели полную систему уравнений четвертого по¬ 
рядка (не преобразуя эти уравнения в систему второго порядка), Смейерс [523] 
показал, что/-мода является естественным следствием его результатов (см. 
также [173, 279]). Смейерс показал также, что для соленоидальных кельви- 
новских мод однородной сжимаемой модели радиальная составляющая бг 
векторного смещения бг элемента массы равна бг = const • г 1-1 , а тангенци¬ 
альная составляющая равна бг = br/l. 

В табл. 17.1 приведены некоторые результаты для малых адиабатических 
колебаний однородной сжимаемой модели с Г, = Ѵз. Они основаны отчасти 
на данных табл. 15 в [345]. 


ТАБЛИЦА 17.1 

Безразмерные собственные значения fi 2 
для малых адиабатических колебаний однородной сжимаемой модели 
(Г, = Уз, О 2 = 3 /4оѴт Gp 0 = o*R 3 /GM) 


п 

0 


1 


2 


0 1,000 


12,677 


31,000 


(радиальные) 






1 4,754 

(Р) 

19,44 

(Р) 

41,05 

(Р) 

— 

(/) 

— 


— 


- 0,4207 

(8 ) 

- 0,1029 

(«) 

- 0,04872 

( 8 ) 

2 8,382 

( р ) 

26,23 

(Р) 

51,12 

(Р) 

0,8000 

(/) 

— 


— 


- 0,7158 

( 8 ) 

- 0,2288 

( 8 ) 

- 0,1174 

( 8 ) 

3 12,00 

(Р) 

33,03 

<Р) 

61,20 

(Р) 

1,714 

(/) 

— 


— 


- 1,000 

(*) 

- 0,3633 

( 8 ) 

- 0,1961 

(8) 

4 15,61 

(Р) 

39,84 

(Р) 

71,28 

(Р) 

2,667 

(/) 

— 


— 


- 1,281 

( 8 ) 

- 0,5021 

( 8 ) 

- 0,2806 

( 8 ) 
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17.8. Общее описание мод р, g и/ 

В этом разделе мы дадим общее описание некоторых свойств нерадиальных 
колебаний звезд; класс крутильных мод (разд. 17.3) мы здесь рассматривать 
не будем. Наше описание основывается на линейной адиабатической теории, 
однако обычно предполагают, что такие эффекты, как нелинейность или неа- 
диабатичность (особенно, если они малы), существенно не изменят описывае¬ 
мых здесь качественных характеристик. Некоторые неадиабатические эффек¬ 
ты кратко рассматриваются в гл. 18. Большинство выводов данного раздела 
относится лишь к достаточно простым звездным моделям. Имеются в виду 
модели, которые являются химически однородными, не обладают несколь¬ 
кими лучистыми и конвективными зонами, чередующимися в пространстве, 
и не имеют слишком высокой концентрации вещества к центру. Более слож¬ 
ные модели показывают качественно иные особенности колебаний и будут 
рассмотрены в разд. 17.10. Классификация нерадиальных колебаний на моды 
p,g и/для однородной сжимаемой модели была-введена в разд. 17.7 в соот¬ 
ветствии с традиционной схемой Каулинга [109]. Наши обозначения р, g и/в 
настоящем разделе и в остальной части книги будут также соответствовать 
этой схеме. 

На рис. 17.2 показан общий вид спектров линейных адиабатических нера¬ 
диальных колебаний обычных звезд. Этот рисунок подобен рисункам, ис¬ 
пользованным в [524] и других работах. Вдоль горизонтальной оси отложен 



рис. 17.2. Собственные значения о* = (2т/период) 2 линейных адиабатических нера¬ 
диальных колебаний для различных мод (л) в зависимости от степени / сферических 
гармоник (схематично). Показаны четыре типа сфероидальных мод нерадиальных ко¬ 
лебаний (р, /, g + , g ~ ) по классификации Каулинга [109]. Продолжение р -мод к гори¬ 
зонтальной оси (штриховые линии) указывает соответствующие собственные значения 
радиальных мод (/ = 0) порядка и - 1. 
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квадрат угловой частоты колебаний а 2 , где л — порядок моды 
(л = 1, 2, ...)*, а вдоль вертикальной оси отложена степень / сферической 
гармоники. Собственные частоты радиальных колебаний (соответствующие 
/ = 0) изображены точками на горизонтальной оси. 

Как показано на рис. 17.2, нерадиальные собственные частоты обычно 
четко разделяются на четыре различных класса: р-моды, обособленная мода 
/(для / > 2), моды g + и g~ . Моды р обычно характеризуются относительно 
большими эйлеровыми вариациями давления. Эти вариации в основном и от¬ 
ветственны за возвращающие силы, действующие при колебаниях. Отметим, 
что а 2 увеличивается с ростом как л, так и /. 

Моды g характеризуются относительно малыми эйлеровыми вариациями 
давления для заданного векторного смещения элемента массы (см. ниже 
разд. 17.12). Большая часть возвращающей силы обусловлена здесь силой тя¬ 
жести (относительно малой) (разд. 17.12). Для таких мод при заданном / и 
при л —оо lajjl— 0. С другой стороны, часто оказывается, что I а 2 \ для за¬ 
данного л при достаточно больших / перестает зависеть от / (разд. 17.12); в слу¬ 
чае однородной модели это не выполняется (разд. 17.12). Наконец, если / * л 
прил — оо,то \а 2 \ перестает зависеть от л (разд. 17.10). Моды g + динамиче¬ 
ски устойчивы (о? > 0), а моды g ~ динамически неустойчивы (а 2 < 0). (Раз¬ 
личие знаков у <7д является единственным различием в определении мод g + и 
£ _ .) Критерием того, какой из двух этих классов преобладает, служит вели¬ 
чина А, рассмотренная в разд. 17.2. Дальнейшее обсуждение соотношения 
между модами g + и g ~ и знаком А будет проведено ниже. 

Единственная в своем роде мода /, или кельвиновская мода, существует в 
звездах только как самая низшая мода (л = 0 в однородной модели, л = 1 в 
моделях общего вида) и только при / > 2. Для достаточно простых моделей 
и при всех / ^ 2 ее собственное значение а 2 является промежуточным между 
собственными значениями мод р х и g, (здесь мы приняли для наинизшей мо¬ 
ды л = 1). 

Отметим (рис. 17.2), что для / = 0 моды/и g отсутствуют. Кроме того, 
если кривые для мод р„ с I > 0 продолжить вниз до / = 0, то точки пересече¬ 
ния с горизонтальной прямой 1=0 дают собственные значения а 2 для соот¬ 
ветствующих радиальных мод (см. подробнее [13]). По этой причине мода р п 
обычно рассматривается как нерадиальный аналог радиальной моды порядка 
л - 1. Моды/и g не имеют радиальных аналогов. Из рассмотрения рис. 17.2 
может показаться, что моды g + имеют а 2 = 0 при / = 1, однако на самом де¬ 
ле а 2 > 0 для этого значения /. Поэтому кривая для моды / (для которой 
а 2 = 0 при / = 1), казалось бы, должна пересечь все кривые для мод g + при 
подходе к значению а 2 = 0. В действительности же имеет место так называе¬ 
мое «подскакивание» или «непересекаемость» частот [13]. 

После работы Пекериса [432] считалось, что дипольная мода / = 1 не име¬ 
ет особого физического смысла, поскольку она может соответствовать сме- 


•Заметим, что для моделей общего вида наинизшую моду нерадиальных колебаний 
принято обозначать как моду с л = 1, тогда как низшая мода однородной сжимаемой 
модели обозначалась как мода с л = 0, см. разд. 17.7. 
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щению центра масс системы, что действительно должно иметь место для не¬ 
сжимаемого шара. Однако Смейерс [323] показал, что для сжимаемого шара 
мода с / = 1 имеет более глубокий физический смысл, по крайней мере в слу¬ 
чае адиабатических колебаний. При этом центр масс системы остается на 
месте, а происходит смещение геометрического центра объекта (разд. 17.6а). 
Для всех других значений / центр масс и геометрический центр совпадают и 
их смещение равно нулю. Доказательство того, что и в более общем случае 
неадиабатических колебаний центр масс при / = 1 не смещается, было прове¬ 
дено в работе [85]. 

Рассмотрим теперь собственные функции малых адиабатических неради¬ 
альных колебаний, в основном следуя работе Смейерса [524]. Многие из при¬ 
водимых замечаний основаны на опыте, накопленном при анализе большого 
объема численных результатов. Поэтому справедливость многих из этих за¬ 
мечаний может и не быть очевидной, если исходить только из уравнений, а их 
степень общности остается до некоторой степени неопределенной. Общие до¬ 
казательства до сих пор отсутствуют, вероятно, они и не существуют. Почти 
несомненно, что приводимые замечания справедливы для простых звездных 
моделей, но для более сложных моделей возможны исключения (см. ниже 
разд. 17.10). Чтобы дать общее представление, мы собрали в табл. 17.2 неко¬ 
торые данные относительно нерадиальных (а для сравнения и радиальных) 
адиабатических колебаний политроп с показателями 0 ^ ѵ ^ 4, основываясь 
на работах [279, 454,497, 498]. Отметим, что в соответствии с (17.33) и (17.23) 
величина Р' пропорциональна Ы (тангенциальной составляющей вектора 5г), 

ТАБЛИЦА 17.2а 

Результаты для политропы с показателем 
„ = 0 (Г, = Уз, / = 2) *> 


Мода а 1 К 3 /СМ Q d х 10 2 


Число узлов для 


р х 8,38 4,00 
/ 0,800 12,96 
*, -0,72 — 


*з -0,11/ - 

F 1 11,59 

ІЯ 12,67 3,256 

2 Я 31,00 2,082 


0 

0 


2 

0 

1 

2 


*' Для сравнения в последних трех строках приведены ре¬ 
зультаты для адиабатических радиальных колебаний (/ = 0) по 
данным [279]. F, ІЯ и 2Я соответственно основная мода, пер¬ 
вый и второй обертоны (см. сноску в разд. 8.12в). 
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ТАБЛИЦА 17.26 

Результаты для политропы с показателем 
„ = 1 (Г, = Уз, / = 2) *> 



<pR 3 /GM 


Число узлов для 


Q ‘ 

Sr 

P' 

P' 

Р\ 0 

312 

0,656 

10 

10 

10 

А> 

260 

0,719 

9 

9 

9 

Рі 

211,6 

0,7968 

8 

8 

8 

Pi 

168,4 

0,8931 

7 

7 

7 

Рв 

129,9 

1,017 

6 

6 

6 

Ръ 

96,15 

1,182 

5 

5 

5 

Р* 

67,08 

1,415 

4 

4 

4 

Рі 

42,83 

1,771 

3 

3 

3 

Pi 

23,49 

2,391 

2 

2 

2 

Р\ 

9,308 

3,799 

1 

1 

1 

f 

1,498 

9,470 

0 

0 

0 


-0,3029 

— 

0 

1 

1 

«2 

-0,1383 

— 

1 

2 

2 

*3 

-0,08025 

— 

2 

3 

3 

g 4 

-0,05272 

— 

3 

4 

4 

g, 

-0,03742 

— 

4 

5 

5 

h 

-0,02798 


5 

6 

6 

*7 

-0,02174 

— 

6 

7 

7 

*8 

-0,01739 

— 

7 

8 

8 

*9 

-0,01424 

— 

8 

9 

9 

*10 

-0,01187 

— 

9 

10 

10 

F 

1,892 

8,426 

0 

— 

— 

1 H 

12,09 

3,333 

1 

— 

— 

2 H 

•» Cm. 

27,08 

примечание ■ 

2,227 

t табл. 17.2a. 

2 




если пренебречь возмущением ^'гравитационного потенциала (приближение 
Каулинга; см. разд. 17.9). В табл. 17.2 приведены значения пульсационной 
постоянной б [см., например, (2.4)], выраженные в сутках (что отмечено ин¬ 
дексом d ). Дополнительные численные результаты содержатся в работах 
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ТАБЛИЦА 17.2b 

Результаты для политропы с показателем 
ѵ = 1,5 (Г, = Уз, / = 2) *» 


Мода 

J-r'/gm 

Чис 

Q d х 10 2 

Ьг 

Р' 


Р 3 

41,31 

1,803 - 



Рі 

23,52 

2,390 - 

— 

— 

Р\ 

10,29 

3,613 — 

— 

— 

f 

2,119 

7,962 — 

— 

— 

г. 

0 

00 — 

— 

— 

*2 

0 

00 — 

— 

— 

*3 

0 

00 — 

— 

— 


0 

00 — 

— 

— 

*5 

0 

00 — 

— 

— 

*6 

0 

00 — 

— 

— 

*7 

0 

00 — 

— 

— 

*8 

0 

00 — 

— 

— 

g 9 

0 

00 — 

— 

— 

*10 

0 

00 — 

_ 

_ 

F 

2,706 

7,046 0 

_ 

— 

ІЯ 

12,54 

3,273 1 

— 

— 

2 Я 

26,58 

2,248 2 

- 

- 

•> См. 

примечание 

к табл. 17.2а. 





ТАБЛИЦА 17.2г 



Результаты для политропы с показателем 



„ = 2 (Г, = Уз, / = 2) *' 





Числ, 

о узлов для 


Мода 

<P-r}/gm 

Q d х ІО 2 - 


— 



Sr 

Р' р' 



р ш 264 0,713 10 10 10 

р 9 221 0,780 9 9 9 

р 8 1 82 0,859 8 8 8 

р 1 145,7 0,9602 111 

р 6 113,7 1,087 666 

р і 85,50 1,253 555 

р 4 61,13 1,482 444 

р 3 40,63 1,818 3 3 3 

р 2 24,07 2,362 2 2 2 

р, 11,56 3,409 1 1 1 

/ 3,113 6,569 0 0 0 

g, 0,5633 15,44 1 1 1 

*’ См. примечание к табл. 17.2а. 
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Продолжение табл. 17г 


Мода 

o 2 r 3 /gm 

G rf х 10 2 

Число узлов 

дл. 

Sr 

Р' 

р' 

*2 

0,2968 

21,27 

2 

2 

2 

«з 

0,1839 

27,03 

3 

3 

3 

«4 

0,1254 

32,73 

4 

4 

4 

*5 

0,09112 

38,40 

5 

5 

5 

*6 

0,06928 

44,03 

6 

6 

6 

S-] 

0,05449 

49,65 

7 

7 

7 

*8 

0,04401 

55,25 

8 

8 

8 

«9 

0,03630 

60,83 

9 

9 

9 


0,03046 

66,41 

10 

10 

10 

F 

4,001 

5,794 

0 

_ 

_ 

ІЯ 

13,34 

3,173 

1 

_ 


2 Я 

26,58 

2,248 

2 

- 

- 


ТАБЛИЦА 17.2а 




Результаты для политропы с показателем 



- = 3(Г, 

= 5 /э, / = 2) 

*) 






Число 

у,™» 

ши 

Мода 

< ?R 3 /GM 

G rf х ю 2 







Sr 

Р‘ 

р ' 

р,0 

234 

0,758 

10 

10 

10 

Р 9 

196 

0,828 

9 

9 

9 

Р 8 

163 

0,908 

8 

8 

8 

Рі 

132,4 

1,007 

7 

7 

7 

Р 6 

104,8 

1,132 

6 

6 

6 

Рь 

80,55 

1,291 

5 

5 

5 

Рл 

59,42 

1,504 

4 

4 

4 

р 3 

41,47 

1,800 

3 

3 

3 

р 2 

26,72 

2,242 

2 

2 

2 

Р\ 

15,26 

2,967 

1 

1 

1 

/ 

8,175 

4,054 

0 

0 

0 

*1 

4,915 

5,228 

1 

1 

1 

*2 

2,828 

6,892 

2 

2 

2 

*3 

1,822 

8,586 

3 

3 

3 

*4 

1,270 

10,28 

4 

4 

4 

*5 

0,9360 

11,98 

5 

5 

5 

*6 

0,7188 

13,67 

6 

6 

6 

*7 

0,5691 

15,36 

7 

7 

7 

«8 

0,462 

17,1 

8 

8 

8 

*9 

0,382 

18,8 

9 

9 

9 

«10 

0,322 

20,4 

10 

10 

10 

F 

9,255 

3,810 

0 

— 

— 

ІЯ 

16,98 

2,813 

1 

— 

— 

2 Я 

28,48 

2,172 

2 

- 

- 

•' См. примечание к 

табл. 17.2a. 
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ТАБЛИЦА 17.2е 

Результаты для политропы с показателем 
у = 3,25 (Г, = Уз, I = 2) •» 


Мола 

pR^/GM 

Q d x Ю 2 

Число узлов для 

br 

P' 

p' 


111 

0,769 

10 

10 

10 

Р 9 

192 

0,836 

9 

9 

9 

р% 

160 

0,916 

8 

8 

8 

Рі 

130 

1,02 

7 

7 

7 

р 6 

103,6 

1,139 

6 

6 

6 

р$ 

80,18 

1,294 

5 

5 

5 

Р 4 

59,66 

42,22 

1,500 

4 

4 

4 

Ръ 

1,784 

3 

3 

3 

Р 2 

27,88 

2,195 

2 

2 

2 

Р\ 

16,96 

2,814 

1 

1 

1 

f 

11,24 

3,457 

0 

2 

0 

*, 

7,972 

4,105 

1 

1 

1 

*2 

4,857 

5,259 

2 

2 

2 

«3 

3,172 

6,508 

3 

3 

3 

*4 

2,224 

7,772 

4 

4 

4 

*5 

1,644 

9,039 

5 

5 

5 

*6 

1,264 

10,31 

6 

6 

6 

*7 

1,003 

11,57 

7 

7 

7 

« 8 

0,818 

12,8 

8 

8 

8 

89 

0,674 

14,1 

9 

9 

9 

g ,о 

0,569 

15,4 

10 

10 

10 

F 

11,03 

3,490 

0 

— 

— 

1 H 

18,89 

2,667 

1 

— 

— 

2 Я 

29,87 

См. примечание i 

2,121 

с табл. 17.2a. 

2 




[136, 338]; численные результаты для звезд в верхней части главной последо¬ 
вательности можно найти в [9]. 

Для р-мод hr /г имеет узел, который лежит ближе к центру, чем любой 
узел ht/r, для g -мод верно обратное. По-видимому, это свойство сохраняется 
даже для моделей с высокой концентрацией вещества к центру (см. разд. 
17.10). Для моды / hr/ г и ht/r не имеют узлов, если исключить политропы с 
большим показателем ( ^ 3,25) или более сложные модели. Кроме того, для 
этой моды hr нр' на любом расстоянии от центра имеют одинаковый знак, 
по крайней мере для простых моделей. Отсюда и из соотношения (5.16) меж¬ 
ду эйлеровой и лагранжевой вариациями следует, что для моды/величина hp 
повсюду относительно мала. В случае однородной модели (сжимаемой или 
несжимаемой), как мы видели, hp * 0 для этой моды. Для любой нерадиаль¬ 
ной моды величины hr /г и ht/r имеют одинаковое число узлов [524]; однако 
эта закономерность может не выполняться для более сложных моделей. 
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ТАБЛИЦА 17.2ж 

Результаты для политропы с показателем 
Г = 3,5 (Г, = Уз, I = 2) •> 


Мола 

e L R h /GM 

Q d х 10 2 

Число узлов для 

а. 

Р' 

»' 

Ріо 

223 

0,776 

10 

10 

10 

р 9 

189 

0,843 

9 

9 

9 

Р 8 

158 

0,922 

8 

8 

8 

Рп 

128 

1,02 

7 

7 

7 

Рб 

102,9 

1,142 

6 

6 

6 

Р 5 

80,10 

1,295 

5 

5 

5 

Р* 

60,29 

1,493 

4 

4 

4 

Р з 

43,41 

1,759 

3 

3 

3 

Рг 

29,76 

2,124 

2 

2 

2 

Р\ 

20,93 

2,533 

1 

1 

1 

/ 

16,16 

2,883 

2 

2 

2 


12,10 

3,332 

1 

3 

1 

«2 

8,542 

3,966 

2 

2 

2 

*3 

5,741 

4,837 

3 

3 

3 

«4 

4,063 

5,750 

4 

4 

4 

*5 

3,017 

6,673 

5 

5 

5 

*6 

2,324 

7,603 

6 

6 

6 

*7 

1,848 

8,526 

7 

7 

7 

«8 

1,50 

9,46 

8 

8 

8 

« 9 

1,24 

10,4 

9 

9 

9 

8 ю 

1,05 

11,3 

10 

10 

10 

F 

12,64 

3,260 

0 

— 

— 

1 Н 

21,21 

2,516 

1 

— 

— 

2 Н 

32,08 

2,046 

2 

- 

- 

*'См. примечание > 

с табл. 17.2а. 





Для заданной р-моды (скажем, р п ) Ьг всегда имеет по крайней мере на один 
узел больше, чем для соответствующей моды (я — 1) чисто радиальных ко¬ 
лебаний. Кроме того, для р-ыоа амплитуда изменений Ьг/г, как правило, ма¬ 
ла в большей части звезды и относительно велика вблизи поверхности. С дру¬ 
гой стороны, для g -мод Ьг/г может оказаться относительно большим глубо- 


15-362 


226 


ГЛАВА 17 

ТАБЛИЦА 17.2з 

Результаты для политропы с показателем 
ѵ = 4 (Г, = Уз, 1=2 ) *» 


м 

ода а 2 Д 3 /СА/ 

Q d х 

: ІО 2 - 

Sr 

Р ' р ' 


Р\ 0 

216 

0,789 

10 

10 

10 


р 9 

184 

0,854 

9 

9 

9 


р* 

154 

0,934 

8 

8 

8 


Рі 

128 

1,02 

7 

7 

7 


Pi 

105,2 

1,130 

6 

6 

6 


Рь 

87,45 

1,239 

5 

5 

5 


Рл 

76,65 

1,324 

4 

6 

6 


Р) 

62,86 

1,462 

5 

5 

5 


Рі 

50,81 

1,626 

4 

4 

4 


Рі 

42,14 

1,785 

3 

5 

5 


f 

34,33 

1,978 

4 

4 

4 


g. 

27,59 

2,206 

3 

5 

5 


«2 

23,00 

2,417 

4 

4 

4 


«3 

17,99 

2,732 

5 

5 

5 


*4 

15,36 

2,957 

4 

4 

4 


«5 

12,76 

3,245 

5 

5 

5 


*6 

10,08 

3,650 

6 

6 

6 


*7 

8,085 

4,076 

7 

7 

7 


«8 

6,62 

4,50 

8 

g 

8 


«9 

5,50 

4,94 

9 

9 

9 


*10 

4,65 

5,37 

10 

10 

10 


F 

15,15 

2,978 

0 

— 

— 


1 H 

24,94 

2,321 

1 

_ 

- 


2 H 

37,07 

1,904 

2 

- 

~ 



См. примечание к 

табл. 17. 

2а. 



ко в звез 

в конце 
мало.) 

ДНЫХ1 

разд. 

іедрах (см. ниже разд. 17.13). (Однако по причинам, указанным 
18.3, для g -мод белых карликов Ьг /г в недрах относительно 
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Отметим также, что для достаточно простых звездных моделей между 
различными параметрами пульсаций существуют простые соотношения. На¬ 
пример, для таких моделей число узлов (нулей) радиальной составляющей 8г 
вектора 6г равно порядку моды для мод р и g + (не считая при этом узла в точ¬ 
ке г = 0 для / *= 1) и равно нулю для моды/. 

Некоторые свойства собственных функций g -мод для массивных звездных 
моделей ( ~ 30 - 200М & ), состоящих из конвективного ядра и лучистой обо¬ 
лочки, продемонстрированы на рисунках в работе [524], которые мы здесь не 
воспроизводим. Эти рисунки показывают, что для мод g + самому внутренне¬ 
му узлу 8р (а значит,и 8Р в случае адиабатических колебаний) не соответствует 
никакой узел 8г. В отличие от радиальных колебаний узел 8г не обязательно 
подразумевает существование по соседству узла 8р. Это заключение связано с 
тем, что в случае нерадиальных колебаний в правой части выражения (17.27) 
для div6r (ос 1 8р I) присутствует дополнительный член: горизонтальные сме¬ 
щения могут также вызывать сжатие или расширение вещества. Из тех же ре¬ 
зультатов следует, что для мод g + знаки 8г и 8р противоположны, за исклю¬ 
чением, вероятно, областей вблизи поверхности звезды. Это, вообще говоря, 
означает, если учесть соотношение (5.16) между эйлеровой и лангранжевой 
вариациями, что в такой звезде для рассматриваемых мод член р' оказывает¬ 
ся меньше, чем 8r(dp/dr) (мы предполагаем, что dp/dr < 0), в предельном 
случае р' = 0. Аналогично, величина Р' для этих мод также должна быть от¬ 
носительно малой. А тогда обычным путем можно показать, что для таких 
колебаний возвращающаяся сила на единицу массы I — (ѴР')/р + 
+ р'ѴР/р 2 - Ѵ^'І должна быть относительно малой. Соответственно, и 
частота колебаний может оказаться довольно малой, что дей¬ 
ствительно имеет место в случае мод g + . С физической точки зрения, можно 
сказать, что каждый элемент, перемещающийся в заданное положение, име¬ 
ет почти такие же физические характеристики, как и окружающее вещество 
(которое по предположению находится в гидростатическом равновесии), и 
поэтому сам этот элемент близок к гидростатическому равновесию. Следова¬ 
тельно, частоты колебаний могут оказаться очень малыми. С другой сторо¬ 
ны, для р-мод (или для обычных звуковых волн) величины р' и Р' могут 
быть относительно велики, что приведет к большим возвращающим силам, и 
поэтому частоты колебаний могут быть очень высокими. 

Как показано в работе [86], угловая частота а для g -мод всегда должна 
быть меньше, чем самый высокий максимум частоты Брунта — Вяйсяля N. 

В работах [344] и [502] исследовано пространственное поведение динамиче¬ 
ски устойчивых и неустойчивых g -мод (соответственно g + , а 2 > 0 и -g - , 
а 2 < 0) в лучистых (А < 0) или конвективных (А > 0) областях звездных мо¬ 
делей. Обе работы используют приближение Каулинга (разд. 17.9), в кото¬ 
ром пренебрегается возмущением ф' гравитационного потенциала. В [344] 
рассматривается только асимптотический предел, когда I ст 2 І мало, тогда как 
в [502] на значение величины Іст 2 І не накладывается никаких ограничений. Из 
полученных результатов следует, что собственные функции мод g - могут ос- 
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циллировать только в конвективно неустойчивых областях (А > 0). С другой 
стороны, собственные функции мод g + могут осциллировать только в лучи¬ 
стых областях (А < 0), если эти области не расположены во внешних частях 
звезды. В последнем случае колебательный характер собственных функций не 
зависит от знака А . В тех областях, в которых собственные функции не ос¬ 
циллируют, они обычно экспоненциально убывают с увеличением расстояния 
от границ области (областей), где они осциллируют. Эта ситуация схемати¬ 
чески представлена на рис. 17.3 для модели звезды, состоящей из конвектив¬ 
ного ядра, конвективной оболочки и лучистой промежуточной зоны. 


Конвекция Лучистый перенос Конвекция 
(А > 0) (А < 0) (А > 0) 



г = 0 г = R 


рис. 17.3. Собственные функции (схематично) MOflg + (вверху) и g ~ (внизу) в модели 
звезды, состоящей из конвективного ядра (А > 0), конвективной оболочки (А > 0) и 
лучистой промежуточной зоны (А < 0). дг и Ы — соответственно радиальная и транс¬ 
версальная составляющие лагранжева смещения элемента массы, а г — равновесное 
радиальное расстояние. Сплошная и штриховая линии в верхней части рисунка показы¬ 
вают два возможных поведения собственных функций мод g + во внешней конвектив¬ 
ной оболочке. 

Наконец, интересна связь g -мод с конвективной неустойчивостью (т.е. со 
знаком величины А; см. разд. 17.2). Приводимые ниже замечания основаны 
на строгом рассмотрении, проведенном Лебовицем [326 — 328] для малых 
адиабатических нерадиальных колебаний сферических звезд. Рекомендуем 
также наглядное рассмотрение в работе [344], основанное на пренебрежении 
возмущениями ф' гравитационного потенциала (приближение Каулинга, 
разд. 17.9). (Эти замечания неприменимы к крутильным модам, упомянутым 
в разд. 17.3 и названным в [327] тривиальными модами.) Если повсюду в звез¬ 
де А > 0 (конвективная устойчивость), то для всех п а 2 п > 0. Другими слова¬ 
ми, моды g~ в этом случае не существуют. Если на любом конечном участке 
в интервале 0 < г < Я А = 0, то существуют так называемые нейтральные 
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моды (а 2 = 0). В частности, если А = 0 по всей звезде, то для g -мод а 2 = 0 
при любых п, т.е. такие моды отсутствуют. Как показано в [327], обращение 
А в нуль в некоторой конечной области действительно является необходи¬ 
мым и достаточным условием того, что для некоторых мод а 2 = 0. С другой 
стороны, в [328] показано, что условие А > 0 на некотором конечном участке 
в интервале 0 ^ г ^ R служит необходимым и достаточным условием су¬ 
ществования динамически неустойчивых мод ( а 2 < 0). В частности, если по 
всей звезде А >0, то моды g + не существуют. Наконец, если в одних частях 
звезды А < 0, а в других А > 0, то существуют как g + -, так и g~ моды. Дей¬ 
ствительно, из приведенных выводов следует, что одновременное существо¬ 
вание мод g + и g~ требует, чтобы величина А имела один знак в одной части 
(частях) звезды, и противоположный — в другой части (частях). Полезно 
также отметить, что при достаточно малом ІА I 

с 2 <х(- А) (17.81) 

в случае g -мод, где угловые скобки обозначают соответствующее усреднение 
по звезде (см. [345, § 79]). 

Связь g -мод с конвективной неустойчивостью была рассмотрена также в 
работе [538]. 


17.9. Приближение Каулинга 

В одном из самых первых исследований малых адиабатических нерадиальных 
колебаний звезд, где впервые были введены термины «моды р, / и g», Кау- 
линг [109] полностью пренебрег возмущениями ф' гравитационного потенци¬ 
ала. Качественным основанием такого пренебрежения служит то, что в каж¬ 
дой точке ф' связано с эффектами гравитационного потенциала, более или 
менее усредненными по всей звезде. Усреднение должно сглаживать локаль¬ 
ные флуктуации гравитационного потенциала. Интуитивно подобное пред¬ 
положение кажется вполне возможным, что и было подтверждено в дей¬ 
ствительности, особенно для мод высокого порядка (большие значения п 
и/или Г) и для моделей с высокой концентрацией вещества к центру, см. [109, 
308,454,488]. Приближение, в котором пренебрегается величиной ф ', обычно 
называют «приближением Каулинга» и считают, что оно не меняет матема¬ 
тической сущности задачи (см., например, [345, §79]). Это приближение по¬ 
чти всегда используется в метеорологических, океанографических и т.п. рас¬ 
четах (см., например, [194, 580, 581]). 

То, что для мод высокого порядка величина \ф'\ должна быть малой, сле¬ 
дует, например, из уравнения Пуассона. Если заменить d/dr на ік, где 
к — радиальное волновое число (см. замечания в начале разд. 17.12), то лег¬ 
ко получить следующий результат: 

\ф' I ос [к 2 + 1(1 + 1)/г 2 Г І . (17.82) 

Это соотношение показывает, что действительно \ф'\ — 0 при к — оо или 
I — оо, т.е. для мод «высокого порядка». 

Если ф' отбросить, то очевидно, что оставшиеся уравнения образуют си- 
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стему второго порядка, которая довольно подробно и в основном с матема¬ 
тической точки зрения была проанализирована в работах [86, 338, 339, 345, 
407, 502, 503, 507, 626] и других. Мы кратко изложим здесь часть полученных 
результатов, введя две новые переменные, которые широко использовались в 
упомянутых исследованиях: 

ѵ s мрі/Гі = ^8гР 1/г і, (17,83а) 

w = у Р Р~ 1/т \ = Р'/Р 1/г \. (17.836) 

Пренебрегая величиной ф ' и принимая, кроме того, показатель адиабаты Г, 
постоянным (это предположение будет подразумеваться и в остальной части 
данного раздела, если не оговорено специально), можно привести основные 
уравнения к виду 

dv/dr = [/(/ + 1)/<7 2 - гѴГ,Р]Р 2/Г і w/p, (17.84а) 

dw/dr = (а 2 + Ag)pv/r 2 P 2/r i. (17.846) 

(Обобщение на случай Г, Ф const см. в [407].) 

В приближении Каулинга переменная у пропорциональна трансверсаль¬ 
ной, или тангенциальной («горизонтальной»), составляющей 6/ лагранжева 
смещения элемента массы. Поэтому w ос 8t, тогда как ѵ <х 8г. 

Исключая из системы (17.84) ѵ или tv, можно получить эквивалентные друг 
другу уравнения второго порядка относительно каждой из этих переменных: 
с/[(р/Р 2/г і)[/(/+ l)/a 2 -r 2 p/T l Pr'dv/dr}/dr - (a 2 +Ag)pv/r 2 P 2/r i = 0, (17.85а) 

d{ (P 2/r i/p)[r 2 /(o 2 +Ag)1dw/dr}/dr- [/(/+ l)/o 2 -r 2 p/r i P]w=0. (17.856) 

Эти уравнения можно дополнить следующими граничными условиями: 
ц(0) = 0, v(R) = 0, 

tv(0) = 0, w(R) = 0. (17.86) 

Можно показать, что граничное условие для w(R) справедливо только в том 
случае, когда эффективный показатель политропы v g > 1/(Г, - 1); при этом 
предполагается, что величина Р на поверхности становится очень малой или 
обращается в нуль. В противном случае, величина w(R) может отличаться от 
нуля или быть бесконечно большой. Поскольку приведенное условие для по¬ 
казателя политропы одновременно является условием конвективной устойчи¬ 
вости (см. [146, Ch. 13]), последнее граничное условие в (17.86) справедливо, 
только если вещество вблизи самой поверхности звезды находится в лучис¬ 
том равновесии (что почти всегда имеет место в реальных звездных моделях; 
см., например, [146, Ch. 20]. 

Из уравнений (17.85) становится понятным, как впервые отметил Каулинг 
[109] (см. также [345, §79]), что,когда величина Іо 2 ! либо очень велика, либо 
очень мала, эти уравнения принимают форму уравнений Штурма — Лиувил- 
ля и к ним полностью применима соответствующая теория (см., например, 
[282, Ch. 9 — 11]). Например, при очень больших а 2 уравнение (17.85а) стано- 
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вится уравнением Штурма — Лиувилля с собственным значением а 2 . В таком 
случае должно существовать бесконечное дискретное множество собствен¬ 
ных значений, стремящихся к бесконечности для мод очень высокого поряд¬ 
ка; Каулинг [109] назвал эти моды р-модами. Кроме того, эта асимптотиче¬ 
ская форма уравнения (17.85а) показывает, что всегда а 2 > 0 (см. также ни¬ 
же). Для очень малых а 2 уравнение (17.856) становится уравнением 
Штурма — Лиувилля с собственным значением 1/а 2 . Тогда должен сущест¬ 
вовать бесконечный дискретный спектр собственных значений, причем для 
мод высокого порядка а 2 стремится к нулю; Каулинг назвал эти моды g- 
модами. Кроме того, как впервые отметили Леду и Смейерс [344], из асимп¬ 
тотического вида уравнения (17.856) при малых а 2 вытекает следующее. Если 
по всей звезде А < 0 (лучистый перенос), то а 2 > 0; если же повсюду А > 0 
(конвекция), то а 2 < 0; наконец, если в одних частях звезды А < 0, а в других 
А > 0, то должны существовать значения а 2 обоих знаков, т.е. должны су¬ 
ществовать как g + -, так и g “-моды. 

Интегральные выражения для а 2 в обоих упомянутых пределах были полу¬ 
чены Леду и Вальравеном [345, §79] на основе уравненй, аналогичных уравне¬ 
ниям (17.85). Мы отсылаем заинтересованного читателя к этой работе. 

Некоторые расчеты, представленные в [345, §79] (см. также [454]), указы¬ 
вают на то, что приближение Каулинга почти всегда дает а 2 с ошибкой, не 
превышающей 20 %, а зачастую оказывается намного более точным. 

17.10. Нерадиальные моды 
для сложных звездных моделей 

Под «сложными» звездными моделями мы понимаем в довольно широком 
смысле модели с высокой концентрацией вещества к центру, с чередующими¬ 
ся лучистыми и конвективными областями, а также химически неоднородные 
модели, такие, как модели проэволюционировавших звезд. Классическими 
примерами подобных моделей служат политропы с относительно высокой 
концентрацией массы к центру, т.е. с эффективным показателем политропы 
ѵ е г 3,25 (см., например, [146, Ch. 12]). Свойства нерадиальных колебаний 
таких моделей были впервые рассмотрены в [454] и приведены нами в табл. 
17.2а — 17.2з. Например, в случае политроп с ѵ е < 3,25 8г для моды / при 
/ = 2 не имеет ни одного узла. Однако если ѵ е становится больше указанного 
значения, то в этой моде появляются два дополнительных узла, при дальней¬ 
шем увеличении ѵ е — еще два узла, и т.д. (согласно [503], для 1=2 первое до¬ 
бавление узлов происходит при ѵ е = 3,42, что соответствует отношению 
центральной и средней плотностей р с /р = 127,5). Близкие моды ведут себя 
качественно одинаково: когда концентрация массы к центру увеличивается, 
появляются дополнительные узлы в 8г, по два новых узла одновременно. В 
то же самое время моды промежуточной частоты приобретают свойства гра¬ 
витационных мод в центральных областях звезды и акустических мод в ее 
внешних слоях. Причины этих особенностей будут рассмотрены ниже в дан¬ 
ном разделе и в разд. 17.11. Другие примеры сложных моделей представлены 
в работах [407, 408] (звезды в стадии эволюции сразу после ухода с главной 
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последовательности), [8] (несколько более проэволюционировавшие звезды), 
[242] (составные политропы), [187, 188, 190, 409] (сильно проэволюциониро¬ 
вавшие звезды с высокой концентрацией вещества к центру, находящиеся в 
стадии горения гелия в ядре), [395] (маломассивные звезды, ушедшие с глав¬ 
ной последовательности и имеющие внешнюю конвективную зону). Как хо¬ 
рошо известно, для этих более сложных моделей перестают выполняться 
простые соотношения, отмеченные выше и в разд. 17.8, касающиеся порядка 
мод и числа узлов в Ьг, а также ряда других закономерностей. С математичес¬ 
кой точки зрения, такое нарушение соотношений не должно удивлять, по¬ 
скольку даже в приближении Каулинга уравнения нерадиальных адиабатиче¬ 
ских звездных пульсаций в общем случае не образуют системы уравнений 
Штурма — Лиувилля. 

Запишем уравнения (17.84) (справедливые только в приближении Каулинга 


и для Г, = const) в следующем виде: 

dv/dr = a(r)w, (17.87а) 

dw/dr = 0(r)v, (17.876) 

где величины ѵ(<хдг) и w(<x5t) определены соотношениями (17.83) и где 

а(г ) ■ (S}a 2 - 1){р/Г 1 Р)г 2 Р 2/г 1/р, (17.88а) 

0(г) ш (o 2 /N 2 - 1)( - Ag)p/r 2 P 2/T \. (17.886) 

Здесь S, — критическая акустическая частота, определяемая соотношением 
Sfm 1(1 + 1)Г 1 Р/г 2 р, (17.89) 


N = ( - Ag) Vl — частота Брунта — Вяйсяля (разд. 17.2). Физически, вели¬ 
чина I-kSJ' 1 — это время, необходимое звуковой волне для прохождения 
вдоль окружности большого круга радиусом г расстояния, равного горизон¬ 
тальной длине волны возмущения, 2тг/[/(/ + 1)]' /г (см. разд. 17.12); S t иногда 
называют частотой Лэмба. 

Исходя из уравнений (17.87), можно выделить два качественно различных 
типа поведения решений ѵ и w. Рассмотрим сначала только такой интервал 
г, < г < г 2 , в пределах которого обе функции а(г) и /3 (г) сохраняют знаки. 
Кроме того, мы неявно предполагаем, что величина а 2 каким-то образом из¬ 
вестна (хотя бы приближенно), и поэтому на любом расстоянии от центра 
можно вычислить функции а (г) и 0(г) (по крайней мере можно определить их 
знаки). Согласно одной из теорем сравнения Штурма (см., например, [282/ 
§10.32]), ѵ и іѵ как функции радиуса могут осциллировать в интервале (г,, г 2 ) 
только в том случае, если а и /3 имеют противоположнные знаки. Это было 
отмечено Унно [591], а затем тщательно исследовано в работах [407, 503]; см. 
также [86, 507, 626]. 

Как видно из уравнений (17.88), противоположные знаки у функций а и /3 в 
интервале (г,, г 2 ) могут иметь место в двух случаях: 

1) а 2 очень велико; точнее, а 2 > S 2 N 2 . Тогда а < 0, а 0 > 0. [Здесь мы 
предполагаем, что А < 0 (лучистый перенос) и что а 2 > 0. Эти предположе¬ 
ния будут всегда подразумеваться, если не оговорено особо. О случаях, когда 
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эти предположения не выполняются, см. ниже и в конце разд. 17.8.] По при¬ 
чинам, которые будут указаны несколько ниже и в разд. 17.11, а также для со¬ 
ответствия терминологии, принятой в [407, 503], мы будем называть этот 
случай больших а 2 акустическим случаем. 

2) а 2 очень мало; точнее, а 2 < S 2 P N 2 . Тогда а > 0, а /3 < 0, по крайней ме¬ 
ре если А < 0 (лучистый перенос). В областях, где А >0 (конвекция), вели¬ 
чина /3 всегда положительна для а 2 > 0, поскольку в этом случае N 2 < 0. 
Если о 2 > S 2 то в таких областях мы имеем а < 0 и /3 > 0. Как указано в 
[502], такие конвективные области должны охватывать самые ві. чие слои 
звезды. Эта возможность скорее относится к случаю (1). Для достаточно же 
малых а 2 (в частности, о 2 < S 2 ) а и /3 положительны в конвективной области, 
и поведение решений у и tv должно быть таким, как описывается ниже для 
случая (3). Случай малых а 2 мы будем называть гравитационным случаем. 

Наконец, рассмотрим еще одну возможность: 

3) а 2 имеет промежуточное значение; точнее, а 2 лежит между S 2 и N 2 . Тог¬ 
да величины а и /3 будут одного знака: обе положительны, если N 2 < а 2 < Sj, 
и обе отрицательны,' если Sj< о 2 < N 2 . Этот случай мы будем называть 
смешанным случаем. Отметим, что термины «акустический» и «гравитаци¬ 
онный» связаны с определенными свойствами р- и g -мод (разд. 17.8). 

В случаях (1) и (2) функции ѵ и w могут быть осциллирующими (в про¬ 
странстве), и тогда поведение решений во времени производит впечатление 
распространяющихся (бегущих) волн. В случаях (3) функции ѵ и w не осцилли¬ 
руют и принято говорить, что поведение решений во времени соответствует 
исчезающим волнам [407]. 

Чтобы иметь примерное представление о типах решений уравнений 
(17.87), которые можно получить в трех упомянутых случаях, временно пре¬ 
небрежем зависимостью а и /3 от г и будем считать их постоянными*. Тогда 
из уравнений (17.87а,б) легко получить два дифференциальных уравнения вто¬ 
рого порядка, каждое из которых содержит только одну зависимую перемен¬ 
ную. Например, будем иметь 

dfa/dr 2 = <х&ѵ (17.90) 

и точно такое же уравнение для tv. Если предположить, что у и tv пропорцио¬ 
нальны ехр(/Ах), где к — локальное радиальное волновое число, то получим 
к 2 = - а/3 = - (Sj/a 2 - 1)(р/Г,Р)(а 2 /Л/ 2 - 1)( - Ag). (17.91) 

Видно, что в случае (1) (когда а 2 больше S 2 и N 2 ) к 2 > 0, т.е. функции 
v(ocSr) и tv(«5/) осциллируют в пространстве, а поэтому поведение решений 
во времени соответствует распространяющимся акустическим волнам. Дей¬ 
ствительно, как следует из уравнения (17.91), при а 2 — оо к 2 —■ (^(р/Г Х Р); 

•Более общий случай, когда а и 0 не постоянны, легко рассмотреть с помощью 
обычной замены переменных. Таким способом общее линейное дифференциальное 
уравнение второго порядка, как,например, уравнение (17.85а), всегда можно предста¬ 
вить в «нормальном» виде d 2 f/dr 1 + y(r)f = 0, где у(г) — некоторая функция от г; 
см., например, [222, § 59]. 
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это — дисперсионное соотношение для обычных звуковых волн. В случае (2) 
(когда о 2 меньше S 2 и N 2 ) снова имеем к 2 > 0, т.е. снова получаем осциллиру¬ 
ющие решения, которые соответствуют распространяющимся гравитацион¬ 
ным волнам. При а 2 — 0 волновое число к должно стать очень большим, и 
поэтому данный случай соответствует возмущениям с очень короткими дли¬ 
нами волн в радиальном направлении. Однако в горизонтальном направле¬ 
нии длины волн значительно больше [см. ниже уравнение (17.96)]. Наконец, в 
случае.(3) (когда а 2 имеет промежуточное значение между S 2 и N 2 ), к 2 < О, 
т.е. функции к и и- не осциллируют и соответствуют нераспространяющимся 
(исчезающим) волнам. В таких областях звезды амплитуда волны может экс¬ 
поненциально убывать. 



рис. 17.4. Схематичное поведение квадрата критической акустической частоты S 2 
[уравнение (17.89)] и квадрата частоты Брунта — ВяйсяляТѴ 2 [уравнение (17.13)] вдоль 
относительного радиуса r/R в «простой» звездной модели. Символы А и G указывают 
соответственно акустическую и гравитационную области, в которых решения уравне¬ 
ний (17.87) являются осциллирующими в пространстве и соответствуют распространя¬ 
ющимся волнам. 

Как же изменяются частоты S t и N в сферической звезде вдоль радиуса? 
Ясно, что при г — О S, — оо, а вблизи поверхности (г = R)S 2 ос Р/р. Обычно 
отношение Р/р вблизи поверхности становится малым или обращается в 
нуль. Расчеты показывают, что величина Sj, как правило, более или менее мо¬ 
нотонно убывает от бесконечности в центре до очень малого значения на по¬ 
верхности. С другой стороны, А можно записать в виде произведения мед¬ 
ленно изменяющиейся функции от г (которая постоянна в случае политроп) и 
обратной величины локальной высоты однородной атмосферы, т.е. величи¬ 
ны pg/P для звезды в гидростатическом равновесии, где g — локальное уско¬ 
рение силы тяжести. Поскольку при г — 0 g <х г, мы имеем \А і ос г, т.е. 
N 2 = - Ag <х г 2 при г — 0. Вблизи поверхности N 2 ос р/Р, т.е. N 2 становит- 
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ся большим или даже стремится к бесконечности. Таким образом, N 2 изменя¬ 
ется от нуля в центрѣ до большого или бесконечно большого значения на по¬ 
верхности. Расчеты показывают, что для простых звездных моделей увели¬ 
чение N 2 от центра к поверхности происходит более или менее монотонно и 
кривые для S 2 и N 2 пересекаются в некоторой промежуточной точке. Для бо¬ 
лее реалистичных моделей кривая N 2 может быть немонотонной и неглад¬ 
кой, поскольку величина А представляет собой разность двух производных. 

Кривые S 2 и N 2 как функции г схематически показаны на рис. 17.4 для про¬ 
стой звездной модели. В этом случае акустическая (А) и гравитационная (G) 
области четко разделяются по частоте. Для таких моделей мода / может 
быть представлена на рис. 17.4 горизонтальной линией, проходящей вблизи 
точки пересечения кривых S ? и N 2 . Все р- или g -моды также могут быть пред¬ 
ставлены на этом рисунке горизонтальными линиями. Для /7-мод горизон¬ 
тальные линии лежат выше точки пересечения, а для g -мод — ниже. К таким 
простым моделям применимы соотношения между порядком моды и числом 
узлов, а также большинство общих замечаний, высказанных в разд. 17.8. 
Графики, подобные рис. 17.4, Осаки [407] назвал «диграммами распростране¬ 
ния»; они широко используются геофизиками при изучении распространения 
волн в океанах и земной атмосфере (см., например, [194, 580, 581]). 

В работе [503] приведены кривые S 2 и N 2 для политропы индекса 3 при 
/ = 2 и Г, = Уз, которые напоминают рис. 17.4. Эта модель, по-видимому, 
достаточно проста, и поэтому для нее справедливы вышеупомянутые замеча¬ 
ния. 

Однако для более сложных моделей, примером которых может служить 
политропа с показателем 4, мы имеем ситуацию, изображенную на рис. 17.5 
для / = 2 и Г, = Уз [503]. В этом случае области А и G уже не разделяются 
четко по вертикали: существует довольно большой интервал промежуточных 
частот, охватывающий моду/ и несколько примыкающих к ней низших р- и 
g -мод, для которых внутренние части звезды попадают преимущественно в 
область С, а внешние — в область А . Эти моды с промежуточными частота¬ 
ми имеют смешанный характер: они подобны гравитационным волнам во 
внутренних частях звезды и акустическим волнам — во внешних частях. От¬ 
метим, что функция 8г может иметь узлы сразу в обеих областях А и G (рис. 
17.5). Как указано в [503], рассмотрение областей/! и G позволяет объяснить 
появление дополнительных узлов и смешанный характер этих мод промежу¬ 
точной частоты, особенности которых отмечались в начале данного раздела 
применительно к политропам с высокой концентрацией вещества к центру. 
Объяснение этих свойств, представленное в [454], по существу такое же, хотя 
и выражено в других понятиях. Примеры диаграмм распространения можно 
найти в работах [18, 19, 409, 508, 509, 593]. 

Основной причиной того, почему для моделей с более высокой концентра¬ 
цией вещества к центру N 2 имеет два четко выраженных экстремума, являет¬ 
ся, вероятно, большое влияние локального ускорения силы тяжести g. Для 
подобных моделей ускорение g имеет сильный максимум приблизительно на 
таком уровне, глубже которого заключена большая часть массы звезды. Си¬ 
ла тяготения там настолько велика, что частота Брунта — Вяйсяля оказыва- 
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рис. 17.5. Квадрат безразмерной угловой частоты И 2 для политропы показателя 4 в 
зависимости от относительного радиального расстояния r/R [503]. Сплошные 
кривые — квадраты частот S 2 для / = 2 [уравнение (17.89)] и N 2 для Г = у 3 [уравне¬ 
ние (17.13)]. В представленном случае нет четкого разделения областей А («акустиче¬ 
ская») и G («гравитационная») по вертикали: существует довольно большой интервал 
«промежуточных» частот, для которых внешние части звезды лежат преимуществен¬ 
но в области А, а внутренние — в области G. Горизонтальные прямые — квадраты 
собственных частот для отмеченных мод; кружки показывают положение узлов функ¬ 
ции 6г. 

ется относительно высокой. Снаружи от этого уровня ускорение g изменяет¬ 
ся приблизительно как г~ 2 , а вблизи центра звезды g ос г. Такое поведение g, 
а также отмеченные ранее в данном разделе свойства величины А, по- 
видимому, и объясняют основные качественные особенности кривой N 2 , 
представленные на рис. 17.5. 

Отметим, что для частот выше и ниже двух экстремумов N 2 осцилляции 
собственных функций полностью сосредоточены в областях А или G соот¬ 
ветственно. Кроме того, как указал Леду [338], чем больше степень /, тем 
ближе к поверхности располагается внутренняя граница области А , посколь¬ 
ку 5, пропорционально /(/ + 1) [см. уравнение (17.89)]. Осаки [407] отметил, 
что эволюция умеренно массивных звезд главной последовательности 
(~ IOMq), в которых по мере расходования водорода масса конвективного 
ядра уменьшается, может приводить к возникновению непосредственно над 
конвективным ядром относительно тонкой области с непрерывным про- 
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странственным изменением химического состава. В этой области средняя мо¬ 
лекулярная масса ц возрастает с глубиной, а значит,растет и (- А) [см. урав¬ 
нение (17.15)] (вещество становится еще более устойчивым относительно кон- 
векции),и,следовательно частота Брунта — Вяйсяля N = (— Ag) Vl оказыва¬ 
ется относительно большой. Эта ситуация изображена в [407, 408] на не¬ 
скольких диаграммах распространения, соответствующих различным эволю¬ 
ционным стадиям (см. также рис. 17.6). Диаграммы показывают сильно вы¬ 
ступающее трапециевидное продолжение области G в зону с непрерывным 
пространственным изменением химического состава, и в ходе эволюции этот 
пик становится все выше и шире (пример представлен на рис. 17.6). Как было 
указано выше, большое значение N приводит к тому, что в этой области со¬ 
бственные функции становятся осциллирующими, как впервые отметил Оса- 
ки [407] ( а 2 < Sj, N 2 ). Такое поведение собственных функций в областях с не¬ 
прерывным изменением химического состава Осаки назвал «захватом» гра¬ 
витационных мод. Он также уподобил эти обособленные области потенци¬ 
альным ямам, часто рассматриваемым в квантовой механике. 

Осаки [407] обнаружил еще одно сравнительно новое явление (по крайней 
мере, в отношении пульсирующих звезд). Оно проявляется в виде резких сту¬ 
пенчатых изменений безразмерных частот нерадиальных мод в процессе эво- 



0,1 0,2 0,3 0,5 1,0 

r/R 


рис. 17.6. Квадрат критической акустической частоты Sj [уравнение (17.89)] для 1=2 
и частоты Брунта — Вяйсяля N 2 [уравнение (17.13)] в зависимости от относительного 
радиуса r/R для модели звезды ЮЛ/ , в конвективном ядре которой доля водорода по 
массе уменьшилась до 0,48 [407]. Обе частоты безразмерные, выражены в единицах 
GM/R 3 . Обратите внимание на дополнительный трапециевидный пик в области G, 
имеющий место в зоне, окружающей конвективное ядро. В этой зоне химический со¬ 
став непрерывно изменяется в пространстве, причем средняя молекулярная масса ц 
возрастает с глубиной. Возрастание ц с глубиной приводит к росту величины (-А) в 
указанной области [см. уравнение (17.15)]. 
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рис. 17.7. Безразмерные частоты нерадиальных мод с I = 2 в зависимости от време¬ 
ни (в произвольных единицах) для эволюционирующей модели звезды массой 1ОМ 0 
(из работы [407]). 

люции звезды (рис. 17.7). Согласно Осаки, эти резкие изменения связаны с по¬ 
явлением в ходе эволюции новых узлов в зоне непрерывно изменяющегося хи¬ 
мического состава. Качественно аналогичное явление рассматривалось в по¬ 
священной однородно вращающимся изотермичным газовым цилиндрам ра¬ 
боте [254], авторы которой назвали этот эффект «подскакиванием» мод. 

Эффект «подскакивания» рассмотрен в важной работе [13] на основе взаи- 
модейтвия «g -подобных» и «p -подобных» мод (см. также [86, 507]). 


17.11. Фазовые диаграммы 

«Фазовыми диаграммами» Осаки [407] и Скуфлер [503] назвали кривые на 
плоскости ѵ — w (или 8г — 8(), вдоль которых текущий радиус г играет роль 
параметра. Как впервые отметили Осаки и Скуфлер, такие фазовые диаграм¬ 
мы с большой наглядностью демонстрируют некоторые качественные харак¬ 
теристики адиабатических нерадиальных колебаний, исследованных в преды¬ 
дущем разделе. 

Качественную картину изменения ѵ и w на такой фазовой диаграмме мож¬ 
но получить, считая а(г) и /3(г) постоянными. Следуя Осаки [407], умножим 
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уравнение (17.87а) на 13 ѵ, а уравнение (17.876) на аѵѵ, и затем вычтем одно 
уравнение из другого. Тогда после интегрирования получим 

0ѵ 2 - aw 1 = const. (17.92) 

Если а и |8 — одного знака, что имеет место в области исчезающих волн 
(разд. 17.10), то соотношение (17.92) является уравнением гиперболы. Если а 
и 13 — противоположного знака, что имеет место в акустической (А) или гра¬ 
витационной (G) областях (разд. 17.10), то (17.92) есть уравнение эллипса. В 
более общем случае, когда а (г) и /3(г) — переменные, фазовые кривые оказы¬ 
ваются более сложными, чем гипербола или эллипс, но их основные качест¬ 
венные особенности при соответствующих знаках а и /3 не отличаются от 
описанных выше. 

С изменением г изображающая точка на фазовой диаграмме перемещается 
в соответствии с уравнениями (17.87). Для акустических волн, т.е. в области 
А , где а < 0 и 0 > 0, эта точка с возрастанием г описывает кривую против 
часовой стрелки, а для гравитационных волн, т.е. в области G, где а > 0 и 
/3 < 0 — по часовой стрелке. Граничное условие (17.62) требует, чтобы у и и» 
имели одинаковый знак в центре звезды (г = 0). Пользуясь произвольностью 
нормировки, знак обычно выбирают положительным. Тогда точка, пред¬ 
ставляющая на фазовой диаграмме центр звезды, располагается в первом 
квадранте. 

Напомним, что в настоящем разделе мы используем (только для просто¬ 
ты изложения) приближение Каулинга (разд. 17.9), которое,по-видимому, не 
изменяет математической природы задачи (см. [345, §79]). 

На поверхности звезды (г = R) граничное условие в приближении Каулин¬ 
га можно взять в виде 8t = 8r/Q 2 [см. соотношение (17.72)]. Таким образом, 
до тех пор пока Q 2 > 0 (а это будет предполагаться почти во всех интересую¬ 
щих нас случаях), ѵ и ѵѵ должны быть одного знака и на поверхности звезды. 
Поэтому на фазовой диаграмме точка, соответствующая поверхности, дол¬ 
жна лежать в первом или третьем квадрантах. 

Итак, при увеличении г от 0 до R изображающая точка на фазовой диа¬ 
грамме должна начать свое движение в первом квадранте, затем двигаться по 
спирали по часовой стрелке или против часовой стрелки в зависимости от 
того, является ли рассматриваемая область соответственно областью G или 
А , и, наконец, закончить движение либо в первом, либо в третьем квадранте. 
Как отмечено в [407, 503], для простых звездных моделей число, показываю¬ 
щее, сколько раз изображающая точка пересекает ось ѵѵ (т.е. сколько раз 8г 
обращается в нуль), равно порядку моды. 

В этой схеме моде/приписывается номер 0, модер„ — номер +п, а моде 
g„ — номер - п . Причем + п соответствует числу пересечений оси ѵѵ (или Ы) 
при движении против часовой стрелки, а —и — по часовой стрелке, если 
движение происходит в направлении увеличения г. Отметим, что в согласии с 
замечаниями, сделанными в разд. 17.8, эта схема требует, чтобы для р-мод 
самый внутренний узел функции Ьг лежал ближе к центру, чем соответствую¬ 
щий узел функции 5/, а для g -мод имеет место обратное. 

Эти выводы проиллюстрированы на фазовых диаграммах, представлен- 
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рис. 17.8. Фазовые диаграммы для мод/(в),/> 3 (б) и# 3 (в) при / = 2иГ, = Уз для по¬ 
литропы показателя 3 [303]. Величины £ и f определяются уравнениями (17.93) и экви¬ 
валентны эеличинам д и іѵ соответственно. Каждое деление оси соответствует измене¬ 
нию £ или f на единицу. Точка £ = 0, f = 0 соответствует центру звезды (г =*0), а дви¬ 
жение вдоль кривой из начала координат соответствует росту г. Дополнительные объ¬ 
яснения см. в тексте. 

ных на рис. 17.8 и соответствующих квадрупольным (/ = 2) модам/, р 3 и g 3 
для политропы показателя 3 и при Г, = Уз. Переменные £ и f, представлен¬ 
ные на рисунках, определяются соотношениями 

£ * ± lg(l + I6r/R\), (17.93a) 

f ■ ± lg(l + \RP'/(GMp)\), (17.936) 

где знаки перед логарифмами выбираются так, чтобы они совпадали со зна¬ 
ками Sr и Р' соответственно, а все символы имеют обычный смысл. Отме¬ 
тим, что величина £ аналогична ѵ или Sr, a f — w или St. 

Однако для более сложных моделей траектория изображающей точки на 
фазовой диаграмме оказывается более извилистой, и это, вероятно, неудиви¬ 
тельно. Примером могут служить фазовые диаграммы, представ. іонные на 
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рис. 17.9. То же, что на рис. 17.8, но для политропы показателя 4 (/ = 2, Г! = Уз) 
[503]. а -/-мода, б — р 3 -мода, в — £ 3 -мода. 

рис. 17.9 для колебаний политропы с показателем 4 при Г, = 5 /э и / = 2 (из 
работы [503]). Отметим, что в согласии с предыдущими замечаниями изобра¬ 
жающая точка движется в областях G вдоль спирали по часовой стрелке, а в 
областях А — против часовой стрелки. Осаки [407] и Скуфлер [503] высказа¬ 
ли мысль, что традиционную схему классификации мод, только что описан¬ 
ную для простых звездных моделей, можно сохранить и для более сложных 
моделей, по крайней мере при 1=2, если для каждой моды вычесть число 
пересечений оси w (или f или 6t) при движении по часовой стрелке из числа пе¬ 
ресечений этой оси при движении против часовой стрелки, причем движение 
происходит в направлении увеличения г. Например, для моды р 3 в случае по¬ 
литропы с показателем 4 число пересечений оси f при движении (с возраста¬ 
нием г) против часовой стрелки равно 4, а число пересечений по часовой 
стрелке равно 1, т.е. имеем 4-1 = 3. 

Сибахаси и Осаки [508] ввели альтернативную схему классификации мод, в 
которой был учтен двойственный характер «захвата» нерадиальных колеба¬ 
ний (разд. 18.3). Вольф [626] предложил еще одну схему классификации, не¬ 
сколько похожую на предыдущую, но основанную в значительной степени на 
свойствах р- и g -мод высокого порядка. 
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Осаки [407] представил фазовые диаграммы, соответствующие модам g 2 , 
S\iftP\>P2 П Р И I = 2 для модели звезды с массой 10 на начальной главной 
последовательности, а также диаграммы, соответствующие модам g v f, 
на более поздней стадии эволюции той же модели, но эти диаграммы мы 
здесь воспроизводить не будем. Другие примеры фазовых диаграмм можно 
найти в книге Унно и др. [593]. 

17.12. Нерадиальные колебания 
для мод очень высокого порядка 

В настоящем разделе мы представим некоторые приближенные результаты 
для мод очень высокого порядка, т.е. таких, для которых / ► 1 и (или) очень 
велико радиальное волновое число к = 2т/(«длина волны» вдоль радиуса), 
например по сравнению с т~ 1 или Х р '(Х р — локальная высота однородной 
атмосферы, равная P/(pg) для звезды в гидростатическом равновесии). В 
этом случае, а также потому, что рассмотрение лишь приближенное, можно 
считать критическую акустическую частоту S, [уравнение (17.89)], частоту 
Брунта — Вяйсяля N [уравнение (17.13)] и адиабатическую скорость звука 
постоянными и каждый раз приписывать им значения, соответствующие 
определенной области в звезде. Эти различные области будут рассмотрены 
ниже в настоящем разделе, а также в разд. 17.13 и 18.2. Кроме того, в пределе 
коротких длин волн мы воспользуемся приближением Каулинга (разд. 17.9) и 
предположим, по крайней мере в начале рассмотрения, что изменение каж¬ 
дой из зависимых переменных (скажем, ѵ или ѵѵ; см. разд. 17.9) вдоль радиуса 
пропорционально ехр[/А:г]. Основанием для последнего предположения слу¬ 
жит то, что в пределе очень коротких волн все коэффициенты дифференци¬ 
альных уравнений остаются почти постоянными на расстояниях порядка дли¬ 
ны волны, а частные решения линейных дифференциальных уравнений с по¬ 
стоянными коэффициентами имеют экспоненциальный вид. Тогда из диффе¬ 
ренциальных уравнений следует соотношение (17.91), где все величины счита¬ 
ются постоянными. Нерадиальные колебания высокого порядка были рас¬ 
смотрены также в работах [21, 86, 507]*. 

Предположим теперь, что угловая частота колебаний а определяется в ос¬ 
новном физическими условиями в какой-то одной области звезды, и возьмем 
значения S,, N и Г,Р/р в (17.91) соответствующими именно этой области. В 
этом случае при заданных к соотношение (17.91) можно рассматривать как 
квадратное уравнение относительно а 2 ; его решение имеет вид 
о 2 = Vi [S 2 + N 2 + k 2 V { P/p) x 

* h p/d )■ < 17И > 

где мы предположили, что знаменатель не равен нулю. 


•Тщательное рассмотрение нерадиальных колебаний высокого порядка 
также М. Тассуль, Astrophys. J. Suppl., 43, 469, 1980. 
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Решение со знаком плюс в (17.94) дает значения а 2 для/7-мод, а со знаком 
минус — для g -мод, по крайней мере в рассматриваемом случае мод высоко¬ 
го порядка. Предположим, что величина ІУѴ 2 І мала в сравнении с любым из 
двух других слагаемых в знаменателе в (17.94). Можно показать, что такого 
предположения достаточно, чтобы гарантировать малое значение второго 
члена под знаком квадратного корня. Пренебрегая этим членом, получаем 
для p -мод высокого порядка 

а 2 р * [/(/ + 1)/г 2 + к 2 ]Т х Р/р. (17.95) 


Величину /(/ + 1 )/г 2 иногда называют квадратом «горизонтального» волно¬ 
вого числа возмущения. 

Приведенное выражение показывает, и это неудивительно, что а р возрас¬ 
тает с увеличением как /, так и к. Кроме того, из (17.95) вытекает физически 
приемлемый результат, что если /(/ + 1 )/г 2 значительно меньше к 2 , т.е. если 
для /7-мод «вертикальная длина волны» мала в сравнении с «горизонталь¬ 
ной», то значение а р почти на зависит от /, по крайней мере в рассматривае¬ 
мом пределе, в частности, при 1=0 (чисто радиальные колебания) мы имеем 
а 2 * к 2 Г { Р/р, т.е. соотношение для обычных звуковых волн (см. разд. 5.5 и 
17.10). 


Для g -мод высокого порядка можно разложить квадратный корень в ряд с 
точностью до первого порядка относительно упомянутого малого члена. В 
этом приближении получим 

Мы замечаем, во-первых, что в рассматриваемой области звезды а 2 имеет 
тот же знак, что и (— А), причем мы предполагаем, что только одна эта об¬ 
ласть звезды определяет значение o g . Поэтому > 0 (динамическая устойчи¬ 
вость) соответствует А < 0 (устойчивость относительно конвекции). И на¬ 
против, <т| < 0 (динамическая неустойчивость) соответствует А > 0 (конвек¬ 
тивная неустойчивость). Как мы увидим ниже в данном разделе, в последнем 
случае величина, обратная Іст^І, пропорциональна квадрату характерного 
времени жизни конвективного элемента. 

Во-вторых, если / фиксировано, лк —• », то а 2 ос 1/к 2 — 0, что согласует¬ 
ся с асимптотическим поведением g -мод высокого порядка, описанным в 
разд. 17.8. Аналогично, <т| = 0 при / = 0 и произвольном (но не равном ну¬ 
лю) значении к. Данный результат — проявление того факта, что g -моды не 
могут существовать при чисто радиальном движении. Если к фиксировано, а 
/ — оо, то из соотношения (17.96) следует, что а 2 = N 2 . Другими словами, в 
этом пределе фиксированной «вертикальной длины волны» и произвольно 
малой «горизонтальной длины волны» частота a g перестает зависеть от / и 
приблизительно равна частоте Брунта — Вяйсяля*. Однако прежде чем это 
осуществится, величина /, возможно, должна стать очень большой в зависи¬ 
мости от к (см. в конце разд. 18.3). Физически приведенный результат попро- 


•См. следующую сноску. 
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сту отражает тот факт, что N связано только с вертикальными колебаниями 
элемента массы в стратифицированной жидкости. Указанный предел I — оо 
соответствует наличию большого числа близко расположенных струй опу¬ 
скающегося и поднимающегося вещества. Однако сделанный вывод о незави¬ 
симости a g от / при больших / и фиксированном к неприменим к однородной 
(с постоянной плотностью) сжимаемой модели. Полученное в разд. 17.7 ана¬ 
литическое решение показывает, что в этом пределе \a g \ ос і' л " . Далее, из 
(17.%) следует, что а 2 ~ N 2 , если к 2 ~ 1(1 + 1 )/г 2 , т.е. если вертикальное и 
горизонтальное волновые числа, соответственно к и [/(/ + 1)]' л /г, сравнимы 
между собой. В этом случае мы, как и в разд. 17.2, имеем дело с периодичес¬ 
кой структурой жидкости, элементы которой имеют примерно одинаковые 
размеры во всех направлениях. 

Наконец, в-третьих, интересно рассмотреть для мод высокого порядка 
(большие к) соотношение между фазовой скоростью p ph = — а/к и группо¬ 
вой скоростью v gT = — da/dk (см., например, [51, 288]). (Знак минус обуслов¬ 
лен здесь принятой зависимостью от времени: ехр [ + iat].) Ясно, что если i> ph 
не зависит от вертикальной длины волн 2т/к, то v gr = t» ph . 

В случае р-мод высокого порядка получаем 

l» ph l = W + 1 У^к 2 + 1]*(Г, Р/р)' л , (17.97) 

откуда следует, что если / фиксировано, а к — оо, то p ph перестает зависеть от 
к. Таким образом, в данном случае v gT — p ph . 

В случае g -мод высокого порядка получаем 

l» ph l =[/(/ + 1 VWVt/kbll + 1(1 + 1) /Aft-*, (17.98) 

откуда следует, что если / фиксировано, а к —• оо, то p ph ос 1/к 2 . Поэтому в 
данном случае t> gr — — n ph , т.е. для g -мод высокого порядка при фиксирован¬ 
ном значении / скорости ѵ р и ѵ рЬ имеют противоположные знаки. 

Некоторые свойства р- и g -мод высокого порядка можно вывести следую¬ 
щим образом. Используем линеаризованные уравнения нерадиальных неади¬ 
абатических пульсаций, чтобы получить общие выражения для Ы/Ьг, где 
5/ — тангенциальная, или трансверсальная, составляющая вектора 5г (разд. 
17.3), а также для Ьр/р — относительной лагранжевой вариации плотности. 
Затем рассмотрим эти выражения в высокочастотном (а 2 — оо,р-моды высо¬ 
кого порядка) и низкочастотном (а 2 —■ 0, g -моды высокого порядка) преде¬ 
лах. Такой подход позволит легче понять, почему движения элементов массы 
становятся почти «вертикальными», или радиальными, для высоких частот, 
и почти «горизонтальными», или трансверсальными, для низких частот. 

•Кристенсен-Далсгаард [86] на примере политропных моделей показал, что а 2 не за¬ 
висит от / при больших /, только если показатель политропы больше 2,191, т.е. только 
в тех случаях, которые соответствуют, по его словам, «модам, захваченным вблизи 
локального максимума величины N 2 ». Согласно [86], в полных самосогласованных мо¬ 
делях звезд поведение а 2 при больших / оказывается в действительности намного более 
сложным, чем в наших оценках. Например, для любой звездной модели существует 
класс мод, захваченных вблизи поверхности, у которых а приблизительно пропорцио¬ 
нально / й . 
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Начнем с выражения (17.33) для б/, которое в случае сферической звезды, 
находящейся в гидростатическом равновесии, можно представить через ла- 
гранжевы вариации б Р и 8ф. Запишем 8ф = ф' - 8т ■ д, где g = 
= - в pm(r)/r 2 — локальное ускорение силы тяжести. Далее, с помощью 
модинамического тождества (5.35а) выразим б Р через 6р и 6s (лагранжевы ва¬ 
риации плотности и удельной энтропии соответственно). В результате будем 
иметь соотношение, выражающее б/ через б р, 8s, 8т, ф' и д. С помощью урав¬ 
нения неразрывности (17.27) бр можно выразить через д(г8г)/г 1 дг и bt. Решая 
полученное уравнение относительно б t и деля результат на Ьг, получаем 

Г Г,Р /(/+ 1) 1 б t _ 1_ r t P 1 Э^бг) | 

|_ р a 2 ! 2 J Ьг ah’ р 8г far 


(Г 3 - 1)Гбѵ _ 1 бг ■ g 
а 2 г6г а 2 г 6 г 


а 2 г Ьг 


(17.99) 


Аналогичным образом получаем выражение для бр/р 
[1 - ( TjP/p)/(/ + \)/а 2 г 2 ]Ьр/р = - д^ЬгУ^дг + 

+ [/(/ + l)/aVj[(T 3 - l)78s - бг g + *'].(Г7.100) 

В дальнейшем мы в основном будем предполагать, что значение / фикси¬ 
ровано. Рассмотрим сначала высокочастотный предел, а 2 — <х> (р- моды вы¬ 
сокого порядка). В этом случае вторые члены в квадратных скобках в левых 
частях уравнений (17.99) и (17.100) становятся пренебрежимо малыми. Кроме 
того, очень малыми становятся и три последних члена в правых частях обоих 
уравнений [это очевидно для всех упомянутых членов,за исключением перво¬ 
го из них в правой части (17.99); но можно показать, что и он оказывается ма¬ 
лым] ; во всяком случае, величинами 8s и ф’ пренебрегают при адиабатических 
колебаниях в приближении Каулинга (разд. 17.9). 

Прежде всего отметим, что в рассматриваемом высокочастотном пределе 
как 8t/8r, так и 8р/р становятся независимыми от /. Далее, выражение для 
б р/р в этом пределе оказывается точно таким же, как и в случае чисто ради¬ 
альных колебаний, указывая на то, что высокочастотные колебания в основ¬ 
ном радиальные. В частности, если заменить Э/дг на ік, то в пределе корот¬ 
ких волн (кг > 1) получим 

б р/р * - Ік8г, (17.101) 

откуда следует, что для таких акустических волн величины бг и б р различают¬ 
ся по фазе приблизительно на 90°. 

В первом члене правой части уравнения (17.99) для таких р-мод высокого 
порядка можно записать а 2 « к 2 Г х Р/р [что верно при к 2 > 1(1 + ІУг 2 ] и 

Э(г 2 б г)/г 2 дг * ікбг. Тогда, пренебрегая последними тремя членами в правой 
части (17.99) (поскольку а 2 велико), получаем 
81/бг = - і/(гк). 


(17.102) 
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Отсюда видно, что для исследуемых мод величина \8t/6r\ — порядка отно¬ 
шения вертикальной длины волны возмущения к текущему радиусу г; а в на¬ 
стоящем рассмотрении это отношение считается малым. Таким образом, как 
и указывалось выше, р-моды высокого порядка соответствуют почти верти¬ 
кальным, или продольным,колебаниям. Отметим также, что 8t отстает по 
фазе относительно 8г на 90°, т.е. частицы совершают движение по эллипсам, 
большие оси которых ориентированы по вертикали. 

Рассмотрим теперь низкочастотный предел, о 2 — 0 (g -моды высокого по¬ 
рядка). В этом случае второй член в скобках в левой части уравнения (17.99) 
становится большим, и это уравнение можно сократить на множитель а~ 2 . 
Оставляя в правой части только первый член и записывая д(гЧг)/г 2 дг * ікЬг, 
получаем 

Ы/Ьг * irk/W + 1]. (17.103) 

Таким образом, для g -мод очень высокого порядка (большие к) отношение 
\bt/br\ — порядка числа вертикальных длин волн, укладывающихся на ради¬ 
альном расстоянии г\ а в настоящем рассмотрении это отношение считается 
большим. Следовательно, такие g -моды очень высокого порядка представля¬ 
ют собой преимущественно горизонтальные, или трансверсальные, движе¬ 
ния, как и указывалось выше. Отметим, что сдвиг фаз между Ы и Ьт отличает¬ 
ся от сдвига фаз между ними же дляр-мод очень высокого порядка ровно на іг 
[ср.(17.103) с (17.102)]. Поэтому в рассматриваемом случае частицы также 
движутся по приблизительно эллиптическим траекториям, но в противопо¬ 
ложном по сравнению с р-модами направлении, причем большие оси эллип¬ 
сов ориентированы горизонтально. 

Некоторый интерес в случае g -мод высокого порядка представляет и вы¬ 
ражение для Ьр/р. Из уравнения (17.100), предполагая Р/(ро 2 г 2 ) ► 1, получаем 

Ьр/р * - (1/Г])(бг/\ я ) - (Г^ХрГ^СГз - 1 )Ш + Г], (17.104) 

где \ р — локальная высота однородной атмосферы. Это выражение показы¬ 
вает, что в отличие отр-мод высокого порядка величина \6р/р\ с увеличени¬ 
ем к не возрастает (т.е. становится независимой от вертикальной длины во¬ 
лны). Кроме того, видно, что на величину 16 p/p I для g -мод высокого порядка 
могут оказывать сильное влияние неадиабатические эффекты (большое l&sl). 

В физической разумности сделанных выше выводов о свойствах верти¬ 
кальных и горизонтальных движений элементов массы в случаях соответст¬ 
венно р- и g -мод высокого порядка можно убедиться также из следующих со¬ 
ображений. 

Полную силу, действующую на заданный элемент массы, а значит, и его 
ускорение, всегда можно разложить на вертикальную и горизонтальную со¬ 
ставляющие. При нерадиальных колебаниях отношение величины горизон¬ 
тальной составляющей к величине вертикальной составляющей зависит в 
каждый момент времени только от отклонения возмущенной конфигурации 
от сферической формы. Если возмущенные величины предполагаются пропо¬ 
рциональными сферическим гармоникам, то мерой такого отклонения от 
сферичности служат индексы /ит. (Однако поскольку I m I < /, то в последу- 
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ющих рассуждениях достаточно принимать во внимание лишь /.) В общем 
случае / при т = 0 равно числу полных «волн», укладывающихся на окруж¬ 
ности любого круга, лежащего в меридиональной плоскости. В любой задан¬ 
ный момент времени горизонтальные силы (вызываемые гравитацией и на¬ 
личием горизонтальных градиентов давления) возрастают по отношению к 
радиальным силам с увеличением /. Однако в предыдущих рассуждениях зна¬ 
чение / предполагалось заданным и поэтому относительная величина гори¬ 
зонтальных сил оставалась фиксированной, т.е. по существу не зависящей от 
частоты. 

Далее, при очень высоких частотах полные ускорения элементов массы 
должны быть относительно большими. Поскольку, как указано выше, гори¬ 
зонтальные ускорения элементов массы слабо зависят от частоты, полные 
ускорения, а значит,и перемещения элементов массы в таком высокочастот¬ 
ном пределе должны быть почти вертикальными. 

При очень низких частотах полные ускорения элементов массы должны 
быть относительно невелики. Поскольку и в этом случае зависимость гори¬ 
зонтальных ускорений или сил от частоты слабая, вертикальные компоне¬ 
нты должны быть относительно малыми. Поэтому движение элементов мас¬ 
сы должно быть преимущественно горизонтальным. Грубой механической 
аналогией в земных условиях может служить тело, скользящее без трения по 
наклонной плоскости, составляющей очень малый угол Ѳ с горизонтальной 
поверхностью. В этом случае для очень малых Ѳ отношение горизонтального 
и вертикального перемещений тела составляет ctg0 * 1/0. 

Из настоящего рассмотрения следует и выражение для величины 
(Р' /Р)/(Ьг/г). Используя (17.33), запишем 

(Р’/Р)/(Ьг/г) = а 2 г 2 (р/Р)Ы/Ьг - [ф'/(Ьг/г)]р/Р. (17.105) 

В случае g -мод высокого порядка можно использовать для а 2 выражение 
(17.96), а для bt/br — соответствующую предельную форму уравнения 
(17.99). Однако при однородном химическом составе \А I = IV - V ad I/Хр 
(разд. 17.2), где \ р — локальная высота однородной атмосферы. Примем 
также г/Хр ~ 1 и отбросим член, содержащий ф' (приближение Каулинга); в 
результате получим 


Р'/Р ~ І Ѵ - V a d 1 _ к 

br/r Хр к 2 + /(/ + 1 )/г 2 ' 


(17.106) 


Согласно этому выражению, при к — оо или / — » I (Р ' /P)/(br/r) I — 0. 
Другими словами, для g -мод очень высокого порядка относительные вариа¬ 
ции давления в данной точке (эйлеровы вариации давления) становятся значи¬ 
тельно меньше относительных смещений элементов жидкости в указанной 
точке. Это напоминает предположения, обычно используемые в традицион¬ 
ных теориях конвекции, основанных на концепции длины перемешивания. 
Перейдем к обсуждению тесной связи между g -модами высокого порядка и 
конвекции. 

С этой целью воспользуемся формулой N 2 - Ag и выражением (17.15) 
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для А , где примем среднюю молекулярную массу ц постоянной в пространст 
ве,и подставим N 2 в приближенное выражение (17.96) для а 2 , в котором мно¬ 
житель перед N 2 примем равным единице (нас интересует лишь оценка по по¬ 
рядку величины). Примем также х г ~ Х р ~ 1, g ~ GM/R 2 , \ р ~ R. В ре¬ 
зультате для g -мод высокого порядка получаем 

\I ~ IV - V ad l// ff , (17.107) 

где t {{ ~ ( R i /GM) Vl — время свободного падения (см. гл. 2). Данная оценка 
для \o g \ — того же порядка, что и вытекающее из теории длины перемеши¬ 
вания обратное время жизни конвективного элемента в конвективной зоне 
звезды (см., например, [146, Ch. 14]). Это обусловлено тем, что время жизни 
конвективного элемента равно по порядку величины INI _1 . Связь между g- 
модами высокого порядка и конвективной неустойчивостью рассматривалась 
также в работе [538]. 


Г7.13. Весовые функции 

Использование интегральных соотношений, выведенных в гл. 8 для опреде¬ 
ления с помощью «весовых функций», какие части звезды наиболее сильно 
влияют на значение периода пульсаций, оказалось исключительно эффектив¬ 
ным в случае радиальных колебаний (см. [204] и разд. 8.13). Теперь этот ме¬ 
тод обобщен на случай нерадиальных колебаний (см., например, [242, 498]), и 
мы рассмотрим его, следуя в основном работе Шванка [498]. 

Шванк применил этот метод только к политропам с показателями от 1 до 
4; использованные им весовые функции основаны на интегральных выраже¬ 
ниях, приведенных в гл. 15 и 16 для случая адиабатических нерадиальных ко¬ 
лебаний. 

Отметим, что знаменатель интегрального выражения для а 2 включает в 
себя интеграл (осцилляторный момент инерции) 

7 = I Ь* ■ Ьр^ЫпѲсіѲсІф, (17.108) 

где £ ■ 6г. Мы отбросили здесь индекс 0 у невозмущенных величин и вырази¬ 
ли элемент объема dr в сферических координатах. Интеграл J пропорциона¬ 
лен полной кинетической энергии колебаний в рассматриваемой моде. Разло¬ 
жим вектор £ на три составляющие в ортогональной системе координат [см. 
формулу (17.19)] и предположим, что каждая составляющая пропорциональ¬ 
на сферической гармонике (разд. 17.3) и exp(zaf)- Используя свойства сфериче¬ 
ских гармоник, после небольших преобразований получим 

7= const- j [(6л) 2 + /(/ + 1 )x 2 /(a 4 r 2 )]4-rpr 2 dr, (17.109) 

где значение постоянной может зависеть от чисел I и т. Если бы мы имели 
дело с более общим случаем неадиабатических колебаний, то величины (6г) 2 , 
X 2 и а 4 следовало бы заменить на I6rl 2 , lx 1 2 и Іа 2 1 2 соответственно. 

Легко видеть, что при 1=0 этот результат сводится к соответствующему 
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результату для чисто радиальных колебаний (см. гл. 8). В подынтегральном 
выражении член, связанный с /,— это вклад в кинетическую энергию на еди¬ 
ницу массы, обусловленный трансверсальными (или «горизонтальными») 
компонентами движения осциллирующих элементов вещества. Если исполь¬ 
зовать безразмерную переменную х = r/R, то интеграл в (17.109) становится 
интегралом в пределах от 0 до 1 от функции, которую Шванк [498] обозначил 
g(x). Аналогичное подынтегральное выражение в числителе интегральных со¬ 
отношений («весовую функцию») Шванк обозначил Дх). 

Оказалось, и это, вероятно, неудивительно, что частоты р-мод определя¬ 
ются главным образом условиями во внешних слоях звезд. И наоборот, ча¬ 
стоты g -мод определяются в основном условиями в глубоких звездных не¬ 
драх. Наконец, все области звезды вносят приблизительно одинаковый вклад 
в частоты /-мод. 


17.14. Времена затухания 

В этом разделе мы запишем выражение для коэффициента устойчивости, вы¬ 
веденное двумя различными способами в гл. 16, специально для случая нера¬ 
диальных колебаний. Как указано выше (разд. 17.3), будем предполагать, что 
любая скалярная величина, связанная с возмущением, пропорциональна сфе¬ 
рической гармонике. 

Зависимость всех возмущений от времени дается выраженим (16.23). В 
частности, непериодический множитель имеет вид ехр(- */), где веществен¬ 
ная величина*, коэффициент устойчивости, в случае «малой» неадиабатично- 
сти дается выражением (9.13), в котором величина С определяется из (16.21). 
Напомним, что Ы -1 — это характерное время нарастания или затухания 
амплитуды колебаний. 

Величину Ьр/р, входящую в С, можно вычислить с помощью уравнения не¬ 
разрывности (17.27). Рассмотрим теперь величину 6[е — (V • F )/р]. Исполь¬ 
зуя соотношение (5.16) между эйлеровой и лагранжевой вариациями, получа 
ем 

6[е - (V • F )/р] = be + S(bp/p) - ( ff/pQ){d Po /dr)br - 

- (V F ' )/р 0 - brdS/dr , (17 110) 

где индекс 0 относится к невозмущенной конфигурации, предполагаемой сфе¬ 
рически симметричной. Величина 6 определяется соотношением 

4*- [(V • F)/p] 0 = ( dL/dm) 0 , (17.111) 

где L r0 = 4т r 2 F 0 — текущая светимость (количество энергии, выходящее в 
единицу времени с поверхности сферы радиуса г), причем F Q — радиальный 
(и единственный) компонент вектора потока энергии F 0 ; величина т — обыч¬ 
ная массовая переменная. 

Чтобы представить V • F' в явном виде, предположим, что поток 
F — только лучистый и определяется уравнением типа уравнения диффузии 
F = - КѴТ, (17.112) 
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где коэффициент лучистой теплопроводности К в общем случае зависит от р 
и Т [см. выражение (17.117)]. Ограничиваясь уравнением вида (17.112), мы 
тем самым ограничиваемся рассмотрением только глубоких звездных недр; 
более общий анализ проведен, например, в [19]. Если взять эйлерову вариа¬ 
цию от F, выразить V • F' в соответствии с (17.32), а 6р/р 0 ( = — V ■ бг) в 
соответствии с (17.27), и затем подставить эти результаты в (17.110), то по¬ 
лучим 

б[с — (V • 5F)/p] = бе - <?b(fof)/(for \ )] + 

+ «f [/(/ + Ц/ДОКР'/р 0 + Г) ~ (<f/P()6rdp 0 /dr - 

- (4и^->Э[4г^( F')j/dr + 

+ [/(/+ 1)/^,/)] [Z, f0 /(rfln Tyrflnr)] T'/T Q -Srd<f/dr. (17.113) 

Чтобы упростить это выражение, введем формальную величину L r% опре¬ 
деляемую соотношением 

L r = 4irfo F) r , (17.114) 

где (F) r — радиальная составляющая потока энергии F. Поскольку в любой 
момент времени (F) r в общем случае зависит от полярных углов Ѳ и ф, то ана¬ 
логичным образом зависит и L r . Следовательно, L r можно интерпретировать 
как такое мгновенное значение текущей светимости для сферы радиуса г, ко¬ 
торое получилось бы, если бы величина (F) f , взятая при заданных г, Ѳ и ф, 
оставалась неизменной для всех точек этой сферы (т.е. при любых Ѳ и ф). 

Возьмем от L r лагранжеву вариацию и используем соотношение (5.16) 
между обоими типами вариаций. После небольших преобразований мы при¬ 
дем к соотношению, из которого можно выразить величину 4xr 2 (F') r через 
6L r и б г. В результате получаем 


1 WrfoJr'),] = L r0 д_ (Ы г \ 
4тг 2 р 0 dr 4іг r 2 p 0 dr\L r0 ) 


+ _ <?3l 2&r L 

L r0 for p 0 dr 

При подстановке (17.115) в (17.113) видим, что многие 
в результате, опуская индекс 0, имеем 


члены сокращаются, и 


L r д / 6L r \ /(/ + 1 )L r 1 Г 

4*fo dr V L r ) + 4xpr 3 (ofIn T/d\nr) T 


(17.116) 


При / = 0 это уравнение сводится к соответствующему уравнению для чи¬ 
сто радиальных колебаний. В правой части уравнения (17.116) есть два члена, 
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включающих /. Первый из них обусловлен вариацией Ьр/р, а второй — 
горизонтальными потоками тепла, которые могут иметь место при неради¬ 
альных колебаниях. 

Наконец, получим явное выражение для bL r /L r в случае нерадиальных ко¬ 
лебаний. Возьмем лагранжеву вариацию от обеих частей уравнения (17.114), 
используя при этом уравнение (17.112) для F, а также следующее соотноше¬ 
ние для коэффициента лучистой теплопроводности К: 

К = (4ас/3)Т 3 /(хр). (17.117) 

При взятии лагранжевой вариации от К учтем выражение (17.27) для Ьр/р 0 . 
Снова цтбрасывая индексы 0, после некоторых преобразований получим 
SL/L r = 4 Ьг/г + 4 ЬТ/Т - Ьх/х + [Г/ (dT/dr)]d(bT/T)/dr - 

- [/(/+ П/оѴКР'/р + і'). (17.118) 

Очевидно, что при / = 0 это выражение сводится к соответствующему выра¬ 
жению (7.1 Іа) для чисто радиальных колебаний, справедливому в случае, ког¬ 
да перенос энергии рассматривается в приближении лучистой теплопровод¬ 
ности. Отметим, что в (17.118) член, включающий /, обусловлен только вари¬ 
ацией Ьр/р, которая в случае нерадиальных колебаний может быть связана с 
горизонтальными движениями элементов массы. 

В квазиадиабатическом приближении все величины в уравнениях (17.116) и 
(17.118) вычисляются с учетом адиабатических соотношений между ЬР/Р, 
Ьр/р и ЬТ/Т. Эти величины в свою очередь определяются, как описано выше 
в настоящей главе, с использованием собственных функций линейных адиаба¬ 
тических нерадиальных колебаний. Однако соотношения (17.116) и (17.118), 
которые являются просто тождествами, справедливы и для линейных неади¬ 
абатических нерадиальных колебаний и будут использованы в следующей 
главе. 

Численные результаты квазиадиабатических расчетов коэффициента 
устойчивости можно найти во многих работах, например [407, 408, 508, 509, 
593]. Соответствующие характерные времена нарастания или затухания ам¬ 
плитуды колебаний составляют, как правило, от долей года до 10 5 - ІО 7 лет 
в зависимости от моды колебаний и от рассматриваемой модели звезды. 

ГЛАВА 18 

ЛИНЕЙНЫЕ НЕАДИАБАТИЧЕСКИЕ НЕРАДИАЛЬНЫЕ 
КОЛЕБАНИЯ СФЕРИЧЕСКИХ ЗВЕЗД 

В реальных звездах как радиальные, так и нерадиальные колебания, вообще 
говоря, являются неадиабатическими, т.е. в процессе колебаний элементы 
массы приобретают и теряют тепло. Для нерадиальных колебаний неадиаба¬ 
тические эффекты могут оказаться более важными, чем для радиальных, и 
причина здесь в следующем. Нерадиальные колебания могут происходить с 
очень низкой частотой, как в случаев-мод высокого порядка (см. гл. 17). Или 
же очень малой может быть длина волны, связанная с возмущением, как это 
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имеет место в некоторых областях довольно сложных моделей (см. разд. 
17.10 ). В обоих случаях создаются особенно благоприятные условия для об¬ 
мена теплом между элементами массы. Несмотря на это, неадиабатичнос- 
тью нерадиальных колебаний обычно пренебрегают в основном, вероятно, 
из-за математической сложности задачи, а также потому, что неадиабатиче¬ 
ские эффекты обычно относительно малы в большей части массы звезды. 
Как уже отмечалось в разд. 17.4 (см. также разд. 18.1), задача о линейных не¬ 
радиальных неадиабатических колебаниях в математическом смысле эквива¬ 
лентна решению системы дифференциальных уравнений 6-го порядка в ком¬ 
плексных переменных, или 12-го порядка в вещественных переменных. В слу¬ 
чае же малых адиабатических нерадиальных колебаний мы имеем систему 
лишь 4-го порядка в вещественных переменных. И даже такая адиабатическая 
задача достаточно сложна и насыщена информацией. Многие особенности 
этой задачи начинают проясняться только теперь (см., например, [12, 86, 507, 
626]), и несомненно в данной области предстоит еще многое сделать. Поэто¬ 
му о неадиабатических эффектах нерадиальных колебаний известно довольно 
мало. Вследствие этого наши замечания в настоящей главе неизбежно будут 
либо очень краткими, либо не совсем уверенными или, возможно, и теми и 
другими вместе. 

В разд. 18.1 мы сделаем несколько замечаний о порядке уравнений, о гра¬ 
ничных условиях для неадиабатических колебаний и т.п., а также отметим, 
что неадиабатические эффекты, если только они не слишком велики, не изме¬ 
няют основных характеристик р- и g -мод. В разд. 18.2 будет проведен «ло¬ 
кальный» анализ (в приближении коротких длин волн). Будет показано, что 
выражения для о 2 , полученные в разд. 17.12 для р и g -мод высокого порядка, 
при учете неадиабатических эффектов заметно не изменяются, если только 
эти эффекты не слишком велики. Кроме того, такой анализ даст некоторую 
информацию об устойчивости мод. Наконец, в разд. 18.3 мы рассмотрим не¬ 
сколько новых теоретических работ, касающихся линейных неадиабатиче¬ 
ских нерадиальных колебаний. 

18.1. Порядок уравнений и граничные условия 

Тот факт, что в математическом смысле задача малых нерадиальных неадиа¬ 
батических колебаний оказывается задачей 6-го порядка (по пространствен¬ 
ным координатам) в комплексных переменных, или 12-го порядка в вещест¬ 
венных переменных (см. разд. 17.4), можно интерпретировать еще и следую¬ 
щим образом. Мы замечаем, что в случае сферической звезды для любой мо¬ 
ды можно провести разделение переменных, причем угловую зависимость ( Ѳ , 
ф ) каждой скалярной переменной, связанной с возмущением, можно выра¬ 
зить через сферические гармоники. В результате каждое векторное уравнение 
оказывается эквивалентным лишь одному скалярному дифференциальному 
уравнению. В обсуждаемой задаче имеются три векторных дифференциаль¬ 
ных уравнения первого порядка: уравнения импульса, потока энергии и одно 
из двух уравнений Пуассона (Г = - , где f — сила тяготения на единицу 

массы, а штрих обозначает, как обычно, эйлерову вариацию). В силу сказан- 
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ного выше, для сферической звезды эти уравнения эквивалентны трем скаляр¬ 
ным дифференциальным уравнениям первого порядка. Три других уравнения 
(каждое из которых первого порядка по пространственным координатам) 
уже и так являются скалярными дифференциальными уравнениями. Это урав¬ 
нение неразрывности, уравнение энергии и второе уравнение Пуассона 
V • I' = -4xgp'. Всего мы имеем, таким образом, шесть скалярных диффе¬ 
ренциальных уравнений первого порядка для шести комплексных перемен¬ 
ных, скажем Р’ ,р' , 6г, ф’ , dty /dr и L' r . 

Отметим, что, как и в случае адиабатических нерадиальных колебаний 
сферической звезды, неадиабатические нерадиальные колебания такой звезды 
не зависят от порядка т сферической гармоники, т.е. неадиабатические 
собственные частоты также (2/ + 1)-кратно вырождены. 

Рассмотрим теперь граничные условия. Как можно ожидать, таких усло¬ 
вий шесть: три в центре и три на поверхности. Четыре из них (два в центре и 
тических колебаниях появляется дополнительный вектор, например эйлеро- 
адиабатических колебаний (см. разд. 17.6), а два остальных имеют следующий 
смысл. 

Дополнительное граничное условие в центре связано с тем, что в неадиаба¬ 
тических колебаниях появляется дополнительный вектор, например эйлеро¬ 
ва вариация F' полного потока энергии. В уравнение энергии входит дивер¬ 
генция этой величины V • F ', которая, очевидно, должна оставаться конеч¬ 
ной в центре звезды. Величину F' можно вычислить, взяв эйлерову вариацию 
от уравнения диффузии, скажем, в виде (17.112) (более общий анализ прове¬ 
ден в [19]). Тогда вблизи центра 

Г « г 1 . (18.1) 

В разд. 17.6 было показано, что граничные условия в центре требуют Р' ос г 1 
вблизи г = 0 (лишь в этом случае величины V ■ 5г и Ѵ 2 ф' остаются конеч¬ 
ными). Соотношение (18.1) вместе с уравнением состояния (Р' = х р р' + 
+ х Т Т' ) означает, что вблизи центра также яр' ас г 1 . Отсюда (и из других со¬ 
ображений; разд. 18.2) следует, что основные характеристики нерадиальных 
колебаний, полученные в адиабатическом приближении, при учете неадиаба¬ 
тических эффектов существенно не изменяются, по крайней мере если эти эф¬ 
фекты малы. 

Дополнительное граничное условие на поверхности включает в себя отно¬ 
сительные вариации светимости, радиуса и температуры (наряду, быть мо¬ 
жет, и с другими переменными). Здесь возможны два случая в зависимости 
от принятой невозмущенной модели. В одном случае модель имеет фотосфе¬ 
ру (хотя и определяемую приближенно), и тогда температура поверхности 
несильно отличается от эффективной температуры Т е . В другом случае мо¬ 
дель характеризуется нулевой температурой поверхности. В любом случае 
можно записать, по крайней мере формально, что L r = 4nr 2 (F) r [см. форму¬ 
лу (17.114)], где L r — текущая светимость на расстоянии от центра г, а 
(F) r — радиальная составляющая вектора полного потока энергии F. Как от¬ 
мечалось в разд. 17.14, для нерадиальных колебаний величина L r имеет не¬ 
сколько иной смысл, чем для радиальных колебаний, и является несколько ис- 
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кусственной. Тем не менее можно формально определить L r , как указано, и, 
взяв от нее лагранжеву вариацию, получить выражение для 6L r /L r через Sr /г 
и (5F)/(F) r 

Далее, в первом случае (для модели с фотосферой) можно предположить, 
что (F) r а В(Г) « Г 4 , где В{Т) — проинтегрированная по частоте функция 
Планка (Г — температура), и тогда 

SL r /L r = 2 Sr /г + 46Т/Т. (18.2) 

Конечно, все величины здесь относятся к поверхности модели, тогда как 
внутри звезды SL r /L r следует вычислять исходя из соотношений, используе¬ 
мых для потока энергии (например, полученных в приближении лучистой 
теплопроводности; см. ниже). В уравнение энергии [см., например, (17.116)], 
кроме самой величины SL r /L r входит ее пространственная производная. 

Уравнение (18.2) можно также получить, если предположить, как в [19] 
или [475], что на поверхность звезды извне не падает никакое излучение. 

Во втором случае (когда температура на поверхности модели равна нулю) 
приближение лучистой теплопроводности также предполагается справедли¬ 
вым всюду внутри звезды, т.е. под поверхностью SL r /L r можно вычислить 
способом, описанным в разд. 17.14 [уравнение (17.118)]. Единственное усло¬ 
вие, которое мы должны принять на поверхности, — это, что величина 
д(5Т/Т)/дг остается там конечной (индекс 0 у невозмущенных величин от¬ 
брошен). Тогда из (17.118) получаем 

SL r /L r = 4 Sr /г + А6Т/Т - Sx/x - [/(/ + l)/® 2 /- 2 ] (Р' /р + Г ), (18.3) 

где все символы имеют обычный смысл. Эт<? и есть граничное условие на по¬ 
верхности для светимости, которое следует использовать во втором случае 
[вместо (18.2) в первом случае]. При этом предполагается, конечно, что спра¬ 
ведливо приближение лучистой теплопроводности, на котором основана при¬ 
веденная формула. 


18.2. Локальный анализ 

Локальный анализ часто позволяет получить много полезной информации. 
При таком анализе предполагают, что длина волны возмущения много мень¬ 
ше всех других характерных длин задачи (например, высоты однородной ат¬ 
мосферы). Однако к результатам локального анализа, особенно к выводам об 
устойчивости, всегда следует относиться осторожно: в вопросах устойчиво¬ 
сти в большинстве случаев с полной уверенностью можно полагаться только 
на исследование поведения системы в целом (глобальный анализ). Тем не ме¬ 
нее результаты локального анализа часто оказываются правильными. Кроме 
того, локальный анализ, математически более простой, чем глобальный, 
может дать некоторое представление о физической стороне явления. Нако¬ 
нец, даже если локальный анализ не приводит к определенным результатам, 
он обычно указывает общие закономерности, которые могут быть качест¬ 
венно правильными. 

Локальный анализ был с успехом использован в работах [ПО, 163, 184, 
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237, 293, 313,407] и других (см. также превосходное обсуждение у Леду [338]). 
Чаше всего их авторы интересовались низкочастотным пределом, относя¬ 
щимся к g -модам высокого порядка. В этом пределе обычно используют сле¬ 
дующие предположения (они были сделаны и в большинстве упомянутых ра¬ 
бот): 

а. Считают справедливым приближение Каулинга, ф' = 0 (разд. 17.9); как 
отмечалось в разд. 17.9, можно ожидать, что такое приближение является 
довольно хорошим для мод высокого порядка. 

б. Жидкость предполагается несжимаемой, т.е. 

Ьр = 0. (18.4) 

Вероятно, это условие должно быть хорошим приближением для рассматри¬ 
ваемых g -мод высокого порядка (см. [626]). Физически для таких мод движе¬ 
ние оказывается настолько медленным, что любое появившееся в жидкости 
расширение или сжатие успевает рассосаться до такой степени, что условие 
(18.4) можно считать выполненным. Кроме того, как было показано в разд. 
17.12, для g -мод высокого порядка I dp I не слишком велико, и для очень ко¬ 
ротковолновых мод оно становится независимым от длины волны. Следова¬ 
тельно, предположение Ьр = 0, возможно, оказывается неплохим приближе¬ 
нием в случае относительно быстрых изменений в состоянии жидкости, свя¬ 
занных с g -модами высокого порядка (см. п. 18.2а). С другой стороны, для на¬ 
много более медленных изменений, связанных с теплообменом, на Ьр такого 
ограничения не налагается. Например, при нагревании жидкость может рас¬ 
ширяться. (Это приближение, когда принимают Ьр = 0 для относительно 
быстрых изменений, но Ьр ФО для относительно медленных изменений, явля¬ 
ется следствием «приближения Буссинеска»; см. [542].) 

в. Во всех уравнениях, кроме уравнения движения, полагают Р' = 0, т.е. 
пренебрегают эйлеровой вариацией полного давления. В уравнение же движе¬ 
ния входит градиент этой вариации, и хотя сама величина ( Р' I может быть 
малой, величина I VP' I может оказаться значительной [см. Ниже замечания в 
связи с уравнением (8.18)]. Как отмечалось в разд. 17.2, пренебрежение вели¬ 
чиной Р' (но не ѴР' ) обычно оказывается превосходным приближением для 
g -мод высокого порядка. 

При локальном анализе обычно пользуются локальной декартовой систе¬ 
мой координат \yz с осью г, направленной вдоль радиус-вектора наружу. 

Сначала мы проведем анализ специально для g -мод высокого порядка 
(п. 18.2а), учитывая предположения (а) — (в). Затем в п. 18.26 мы отбросим 
предположения (б) и (в), а значит, уже не будем ограничиваться g -модами вы¬ 
сокого порядка; т.е. мы можем (и будем) рассматривать произвольно высо¬ 
кие частоты, связанные, например, с р-модами высокого порядка или звуко¬ 
выми волнами. Конечно, этот более обший случай включает в себя, в частно¬ 
сти, и случай g -мод высокого порядка. 

Поскольку здесь мы имеем дело только с очень короткими волнами, бу¬ 
дем предполагать, что все вариации пропорциональны ехр[ &г + /к - г], где 
а — комплексная угловая частота, а к — волновой вектор. Выбор такой 
пространственной зависимости оправдывается теми же причинами, что и в 
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разд. 17.12, а именно: на расстояниях порядка длины волны все коэффициен¬ 
ты дифференциальных уравнений остаются почти постоянными. Мнимая 
часть величины а дает угловую частоту колебаний, тогда как вещественная 
часть содержит информацию об устойчивости волны: если вещественная 
часть а положительна, то это означает неустойчивость (колебательную не¬ 
устойчивость): если же отрицательна, то устойчивость. Радиальную со¬ 
ставляющую вектора к обозначим к г (в гл. 17 эта составляющая обозначалась 
просто к), а тангенциальную — к н : 

*// = <**+ф*. as-*) 

где к х ик у — составляющие к вдоль осей хну. Полное волновое число обо¬ 
значим к т : 

к т = (к 2 + к 2 )*. (18.6) 

В соответствии с принятой экспоненциальной зависимостью вариаций от вре¬ 
мени и пространственных координат применение операторов дифференциро¬ 
вания к вариациям эквивалентно умножению на а или /к: d/dt —■ а , V — ік 
[исключение будет сделано в связи с уравнением (18.19)]. 


18.2а. НИЗКИЕ ЧАСТОТЫ 

Выпишем теперь основные дифференциальные уравнения с учетом сделанных 
выше предположений. В приближении Каулинга [предположение (а)] уравне¬ 
ние импульса для радиальной составляющей смещения имеет вид 

а 2 6r = -ikJP'/p - p'g/p, (18.7) 

где принято, что dP/dr = —pg. 

Уравнение неразрывности таково: 

Ър/р = -V • 6т = -д(Ъх)/дх - д(6у)/ду - d(8z)/dz = 

= -ік х 6х - ік у Ьу - ik r Sr, (18.8) 

где 6x, 8y и 8z * &r — это компоненты вектора 6г по осям х, у, z. Уравнения 
импульса для компонентов х и у имеют вид 

б 2 &х=-ік х Р'/р, А 2 6у= —ік у Р'/р. (18.9) 


Подставляя эти выражения в уравнение неразрывности, получаем 

Ър/р = 0 = - (к 2 н / а 2 )Р' /р - ік г Ъг, (18.10) 

где мы использовали предположение (б) о несжимаемости жидкости. 

Теперь с помощью (18.10) можно исключить из уравнения (18.7) величину 
Р'/е, что дает 4 ѴѴФ» -08.11) 

Далее отметим, что, поскольку в течение «коротких» промежутков време¬ 
ни жидкость считается несжимаемой (др = 0),р'/р = —Srd\np/dr = —ЪгА, 
так как dlnp/dr — это значение А (разд. 17.2) для несжимаемой жидкости 
(Г, = со). Таким образом, имеем 

а 2 = (Аг^АфЛ*, (18.12) 
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причем (—Ag) — это квадрат частоты Брунта — Вяйсяля (разд. 17.2). Дан¬ 
ный результат совпадает с полученным в разд. 17.2 для g -мод высокого по¬ 
рядка. 

Можно отметить, что если бы мы пренебрегли в уравнении импульса 
флуктуацией давления Р ', то получили бы & 2 = Ag в точном согласии с ре¬ 
зультатом разд. 17.2, где предполагалось Р' = 0. Как установил Гаф [245], 
флуктуации давления стремятся отклонить вертикальные движения жидко¬ 
сти в горизонтальном направлении. 

Такой же результат (18.2) получился бы и в случае адиабатического движе¬ 
ния сжимаемого вещества [т.е. движения, для которого выполняется уравне¬ 
ние (5.3ба)], если по-прежнему исходить из предположения о малости длины 
волны возмущения по сравнению с локальной высотой однородной атмосфе¬ 
ры. Но в этом случае потребовалось бы провести более громоздкие вычисле¬ 
ния. 

Однако, чтобы прийти к каким-либо выводам об устойчивости, необходи¬ 
мо допустить, что за большие интервалы времени под действием неадиаба¬ 
тических эффектов (приращений и потерь тепла) происходит изменение плот¬ 
ности (Ьр Ф 0). Чтобы определить 6р (или р '), нужно воспользоваться урав¬ 
нением энергии. Возьмем его в следующем виде (см. гл. 5): 


d 

dt 


(?) 


Г 2 - 1 d 
Г 2 dt 


(?) 


+ — «(£ - Р~ х V ■ F), 
СрТ 


(18.13) 


где с р — удельная теплоемкость при постоянном давлении. Используя соот¬ 
ношение (5.16) между лагранжевой и эйлеровой вариациями, отбрасывая Р' 
[предположение (в)] и учитывая, что d/dt = д/д/, поскольку невозмущенная 
жидкость покоится, мы можем переписать (18.13) как 

4ГЯ= ьУЬг + ( с р Т)~ 1 8(е - р _1 Ѵ • F), (18.14) 


где 


.У- [(Г 2 - \)/T 2 ]d\nP/dr - din T/dr (18.15) 


[см. также уравнение (18.31)]. 

Теперь надо выразить 5(е - р~ *Ѵ • F) как функцию р' /р,Т'/Т и других 
величин. Будем предполагать, что в невозмущенном состоянии система нахо¬ 
дится в тепловом равновесии, т.е. (е — р -1 Ѵ • F)„ = 0. Тогда нет никакого 
различия между лагранжевыми и эйлеровыми вариациями, и мы имеем 


5(е - р _1 Ѵ • F) = (е - р -1 Ѵ ■ F)' =£' + (р'/р)£ 0 -р-‘ѵ • F', (18.16) 

где£ 0 — скорость генерации термоядерной энергии на единицу массы в невоз¬ 
мущенной модели; здесь мы еще раз [во втором члене в правой части (18.16)] 
использовали предположение, что невозмущенная модель находится в тепло¬ 
вом равновесии. 

Чтобы найти величину £', примем, что она зависит от р', Т' и X' , где 
X' — эйлерова вариация относительного содержания водорода по массе: 

£' = £(Хр'/р + ѵТ’/Т+ аХ'/Х), (18.17) 


17-362 
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причем е — скорость генерации энергии на единицу массы в невозмущенной 
модели (здесь и далее будем опускать индекс 0), коэффициенты X и ѵ характе¬ 
ризуют степенную зависимость генерации энергии соответственно от плот¬ 
ности и температуры [соотношение (7.12)], а величина а определяется как 
а = (д\пе/д\пХ\ іГ (18.18) 

Для нахождения V ■ F' предположим, что выполняется уравнение типа 
уравнения диффузии [см. (17.112)], в котором коэффициент теплопроводно¬ 
сти К (возможно, лучистой теплопроводности, см. разд. 18.1) будем считать 
постоянным. Однако если бы мы хотели учесть зависимость К от плотности 
и температуры, то было бы достаточно заменить в последующих выражени- 
яхХнаХ — (д\пК/д1пр) т , а ѵ на к — (din К/д\пТ) р . Запишем теперь V F' в 
следующем виде: 

V F' = -JC7 ■ Ѵ[(Г'/Г)‘ Т\ = -КТ7 г (Т'/Т) + 2FV(T'/T) + (Г/Г)ѴТ. 

Далее, в соответствии с тем, что все равновесные величины, считаются по су¬ 
ществу постоянными в пространстве, мы можем пренебречь вторым членом 
в правой части, поскольку F ос Ѵ7\ Однако член с V ■ F необходимо сохра¬ 
нить, иначе рассматриваемые физические эффекты будут сильно искажены. 
(Аналогичная ситуация имела место в гл. 13 в связи с однозонной моделью 
Бейкера, где мы рассматривали все физические переменные в пределах зоны 
как постоянные, за исключением L r в уравнении энергии; если бы мы считали 
и L r постоянной, то непоправимо исказили бы физическую картину явления.) 
Итак, можно выразить 5(е — р _1 Ѵ • F) через р' /р, V/Т и X’ /X. Подста¬ 
вив это выражение в уравнение энергии (18.14), приходим к следующему соот¬ 
ношению между Т/Т, р' /р, X’ /X и hr: 

(* _ І£0 , _ і) _ (KT/p)kj\/ с р Т) (Т' /7) = 

= лУЬг + [е(Х + \)/с р Т]р' /р + (еа/СрТ)(Х' /X). (18.19) 

Чтобы получить другое соотношение между Т’ /Т, р’ /р и другими величи¬ 
нами, можно использовать уравнение состояния. Варьируя его по Эйлеру, 
имеем 

Р'/Р= 0 = х р Р' /Р + ХтТ'/Т+ху/», (18.20) 

где мы учли предположение (в), Р' = 0; коэффициенты х р , Хт и определе¬ 
ны в разд. 17.2, ар — средняя молекулярная масса. 

Полагая, что характерное время развития возмущений мало по сравнению 
с временем, необходимым для заметного изменения химического состава эле¬ 
мента массы вследствие термоядерных реакций (это время приблизительно 
равно характерному ядерному времени звезды), можно выразить р'/р и 
X' /X через Ьг, поскольку в этом случае 5р/р и ЬХ/Х равны нулю, откуда 
р'/р + 8rd\np/dr = 0, (18.21а) 

X' /X + 8rd\nX/dr = 0. (18.216) 

Теперь объединим вышеприведенные уравнения таким образом, чтобы по- 
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лучить дисперсионное соотношение для л . У нас есть три основных уравне¬ 
ния: комбинированное уравнение неразрывности и импульса (18Л1), уравне¬ 
ние энергии (18.19) и уравнение состояния (18.20). Если считать X' /X и р.' /р 
выраженными,согласно (18.21),через 5г, то имеем три неизвестных: р'/р, 
Т/Т и 5г. Таким образом, имеем систему трех линейных однородных уравне¬ 
ний для трех неизвестных. Для существования нетривиального решения необ¬ 
ходимо, чтобы определитель системы обращался в нуль. Приравнивая опре¬ 
делитель нулю, мы и получим искомое дисперсионное соотношение, которое 
является уравнением третьей степени относительно л. После некоторых 
упрощений его можно записать в виде 

о 3 - ([Ф - 1) - (КТ/р)к%/с р Т - (х г /х р )е(Х + 1 )/с Р Т]б 2 - [іх т /х р )Ф- 

- <x/ Xp */ln p/drWl/kfe* + { - (с р Т)- 1 [Е(ѵ - 1) - 
- (KT/p)k 2 1 \(x il /x p )d\np/dr + (x T /x p Xea/c p T)dlnX/drKkj/k 2 r )g = 0. (18.22) 

Обратим внимание на одно тождество. Если учесть определение ./(18.15) 
и некоторые термодинамические тождества, а также соотношение 

d\nP/dr = x p dlnp/dr + \ jd\nT/dr + x p d\n p/dr, (18.23) 


которое вытекает из уравнения состояния звездного вещества, то можно по¬ 
казать, что 


(X T /X P )S- (x/x p )dlnp/dr • d\np/dr - (dlnP/dr)/T l = A, (18.24) 


где А определено в разд. 17.2 [формула (17.6)]. 

Рассмотрим сначала очень малый «вековой» корень уравнения (18.22). Его 
значение так мало, что можно пренебречь степенями л выше первой. Этот 
корень равен г 

\ E ( v -\)-(KT/p)k 2 T (-x u )d\np х т еа dlnJfl 
“secular- < > [ С р Г Хр dr Хр С р Т dr J' 

(18.25) 


Учитывая, что в случае устойчивости относительно конвекции А < 0 и что 
для реалистичных уравнений состояния величина х обычно также отрица¬ 
тельна, мы видим из (18.25), что при отсутствии термоядерных реакций 
(е = 0) 6 отрицательно (что свидетельствует об устойчивости), если спра¬ 
ведливо неравенство d\np/dr < 0, обычно выполняющееся в процессе эволю¬ 
ции звезды. Однако если d\np/dr > 0, то л > 0, что свидетельствует о неу¬ 
стойчивости относительно медленных, напоминающих конвекцию движе¬ 
ний, развивающихся с характерным тепловым временем. Такую неустойчи¬ 
вость иногда называют неустойчивостью Рэлея — Тейлора. Она была назва¬ 
на также «теплообменной» неустойчивостью (см., например, [586]) и еще 
«квазиконвекцией» [146, § 13.3 и S. 23.2]. В [146, § 13.3] дано физическое объ¬ 
яснение этой неустойчивости. Оно основано на том, что в области, устойчи¬ 
вой относительно конвекции, на элемент вещества, медленно смещенный из 
положения равновесия, не будут действовать никакие результирующие силы, 
такие, как неуравновешенные выталкивающие силы, приводящие к конвек¬ 
тивной неустойчивости в обычном смысле. Тем не менее в области с про- 
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странственным изменением химического состава такой элемент будет иметь 
температуру, в общем случае отличную от температуры окружающей среды. 
Из-за этой разности температур элемент будет получать или терять тепло, 
что приведет к дальнейшему смещению элемента, а значит, к дальнейшему 
изменению плотности. В результате элемент либо медленно вернется к свое¬ 
му исходному положению (устойчивость), либо будет по-прежнему от него 
удаляться (неустойчивость). 

Если же, с другой стороны, е * 0, то сделанные выводы могут изменить¬ 
ся. Предположим, например, что элемент медленно переместился наружу из 
своего равновесного положения. Если он двигался достаточно медленно, то 
давление внутри него всегда будет совпадать с давлением окружающей среды 
[предположение (в)]. Кроме того, при достаточно медленном движении не 
могут появиться никакие неуравновешенные выталкивающие силы, т.е. 
плотность элемента также должна совпадать с плотностью окружающих 
слоев. Однако средняя молекулярная масса остается такой же, как на его пер¬ 
воначальном уровне. Поэтому если средняя молекулярная масса невозмущен¬ 
ной среды убывает наружу (d\np/dr < 0), как это обычно имеет место, то 
при рассматриваемом перемещении элемента его средняя молекулярная мас¬ 
са окажется больше, чем окружающих слоев. Следовательно, если уравнение 
состояния сколько-нибудь напоминает закон идеального газа, то температу¬ 
ра элемента будет выше, чем температура окружающих слоев. Если бы не 
было источников ядерной энергии, то элемент просто терял бы тепло, 
охлаждался, сжимался и в конце концов вернулся бы в свое исходное положе¬ 
ние. Однако если имеются ядерные источники и если они достаточно чувстви¬ 
тельны к температуре (т.е. ѵ достаточно велико) или достаточно интенсивны 
[е(х — 1) > (KT/p)kjl, то избыточная по сравнению с окружающей средой 
температура элемента приведет к усиленному энерговыделению и, возмож¬ 
но, к дальнейшему нагреву, а следовательно, и к дальнейшему движению на¬ 
ружу. Другими словами, вещество может оказаться неустойчивым относи¬ 
тельно медленного перемешивания, как и показывает уравнение (18.25). 

Что же можно сказать теперь о члене с dlnX/dr в (18.25)? Этот член вно¬ 
сит отрицательный (т.е. стабилизирующий) вклад в a, если dlnX/dr > 0, как 
обычно бывает в эволюционирующей звезде. Конечно, величины dlnX/dr и 
din р/ dr связаны между собой. Предполагая, что р зависит только от относи¬ 
тельных содержаний по массе водорода, гелия и остальных химических эле¬ 
ментов, обозначая эти содержания соответственно X, Y, Z (см., например, 
[146, eq. (15.17)]) и считая Z постоянным, имеем 

dlnp/dr^ -VtpXdlnX/dr. (18.26) 

Следовательно, увеличение X в направлении наружу будет вызывать умень¬ 
шение р наружу. Происхождение знака минус в правой части (18.25) легко по¬ 
нять. Элемент вещества имеет химический состав, соответствующий тому 
уровню в звезде, на котором этот элемент образовался. Таким образом, если 
в невозмущенной среде X возрастает наружу и если элемент движется также 
наружу, то X в нем будет, очевидно, меньше, чем в окружающих слоях. По¬ 
скольку водород считается основным ядерным топливом, то из-за понижен- 
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ного значения X энерговыделение в элементе будет менее интенсивным по 
сравнению с окружающей средой. Таким образом, этот эффект способствует 
остыванию элемента, его сжатию и тем самым возвращению на первоначаль¬ 
ный уровень, т.е. делает движение более устойчивым (отрицательный вклад 
в 6). (О применении этих результатов к проблеме возможного перемешива¬ 
ния Солнца см., например, в разд. 19.6.) 

Рассмотрим теперь корни уравнения (18.22), соответствующие g -модам 
высокого порядка, для которых I л I, вероятно, также мало, но тем не менее 
оно много больше, чем • Сначала рассмотрим адиабатический пре¬ 

дел, считая, что неадиабатические эффекты малы. Формально этому пре¬ 
дельному случаю соответствует с = 0 и А - = 0 в уравнении (18.22). Тогда ко¬ 
эффициенты при четных степенях 6 (включая нулевую) обратятся в нуль. Обо¬ 
значим корни уравнения (18.22) в этом пределе как & а . Предполагая, что 
б 0 * 0, имеем = ±i(k H /k T )(-Ag)*, (18.27) 

где (— Ag) Vl — частота Брунта — Вяйсяля (разд. 17.2). 

Запишем теперь 

а=6 0 +Дл, (18.28) 

где примем, что IД <* I < Іл 0 І . Подставляя (18.28) с учетдм (18.27) в (18.22) и 

пренебрегая степенями ІДдІ выше первой, можно решить уравнение относи¬ 
тельно Да. Отмечая, что х р с р = Г,с к (разд. 4.2) и используя тождество 
(18.24), получаем 

л а = Ц рх г е(»- 1) ~ (КТ/р)к\ _ 1 еа Хт d\nX _ Хг е(Х-И) ~| 

Мх р с Р Т А с р Т х р dr х„ с Р Т У ' ' 

что по существу согласуется с результатами Осаки [407]. При отсутствии ис¬ 
точников ядерной энергии (е = 0) имеем 

Да = — ‘Л (У/ A )(x r /x p WT/p)kpc p T. (18.30) 

На основе соотношения (18.15) можно записать 

</=(?- Ѵ^/Хр, (18.31) 

где \ р — локальная высота однородной атмосферы, V » dlnT/dlnP, 
v ad — (Г2 1)/Г 2 . Это выражение необходимо сравнить с выражением 
(17.15) для/1. В областях однородного химического состава Ун А совпадают, 
если Хт^Х р = 1 (что выполняется для идеального газа), и из (18.30) следует, 
что любые колебания в конце концов затухают. То же самое происходит и в 
случае неоднородного химического состава, если вещество устойчиво относи¬ 
тельно конвекции в обычном смысле, т.е. если А < 0 и У< 0 (действитель¬ 
ный градиент температуры меньше адиабатического); тогда Д 6 < 0. Однако 
если А < 0, но.У’> 0 (температурный градиент сверхадиабатический), то,со¬ 
гласно (18.30),Д 6 > 0 и имеет место колебательная конвекция с нарастающей 
амплитудой (см. ниже), впервые обнаруженная Като [293]. Вероятно, такое 
явление должно возникать в полуконвективных зонах. Его физическое объяс¬ 
нение представлено в [146, § S. 23.2]. Коротко говоря, элемент вещества, адиа- 
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батически смешенный, например, вглубь от своего равновесного положения, 
при А < 0 будет иметь меньшую плотность, чем окружающие слои. Тогда ре¬ 
зультирующая архимедова сила будет выталкивать его обратно (наружу), и 
вещество будет устойчиво относительно конвекции в обычном смысле. Одна¬ 
ко если У> 0, то элемент, смещенный вглубь, будет холоднее окружающего 
вещества,и поэтому он начнет нагреваться. Нагревание приведет к расшире¬ 
нию элемента, что еще сильнее понизит его плотность. Таким образом, благо¬ 
даря поступлению тепла выталкивающая сила немного увеличится, т.е. по¬ 
следующее движение наружу будет происходить быстрее, чем в отсутствие 
нагрева. Следовательно, в рассматриваемом случае осциллирующий элемент 
будет получать при своих отклонениях вглубь и наружу дополнительный 
«толчок», и очевидно, что такое движение будет колебательно неустойчивым. 
Его и называют «колебательной конвекцией с нарастающей амплитудой». 

Аналогичное рассмотрение привело бы и к результатам работы [184], ка¬ 
сающимся проблемы солнечных нейтрино, если бы мы учли должным обра¬ 
зом соответствующие физические условия, т.е. если бы предположили, что е' 
в (18.17) зависит также и от содержания изотопа 3 Не (см. [338]). Отметим, что 
член с d\nX/dr способствует неустойчивости, если он положителен в конвек¬ 
тивно устойчивой области (А < 0). (Если бы учитывался изотоп 3 Не, то по¬ 
явился бы аналогичный член и с тем же знаком для содержания по массе 3 Не.) 
Физическая интерпретация этого результата такова. Рассмотрим область, 
которая устойчива относительно конвекции в обычном смысле (А < 0) и в 
которой, кроме того, .У< 0 (действительный градиент меньше адиабатиче¬ 
ского), как это обычно имеет место. Тогда элемент, который немного сдви¬ 
нулся (адиабатически), например, вглубь, будет менее плотным и более горя¬ 
чим, чем окружающие слои. Повышенная температура элемента приведет к 
усилению в нем энерговыделения, и этот эффект будет способствовать коле¬ 
бательной неустойчивости, как следует из уравнения (18.29) (член, содержа¬ 
щий у). Кроме того, если dlnX/dr > 0, то элемент, движущийся вглубь, бу¬ 
дет характеризоваться более высоким содержанием водорода, чем окружаю¬ 
щие слои, что еще больше усилит разность между генерацией энергии в эле¬ 
менте и окружающей среде. Этот эффект также будет способствовать коле¬ 
бательной неустойчивости [см. уравнение (18.29)]. Такое влияние градиентов 
содержаний водорода и 3 Не служит основной причиной колебательной не¬ 
устойчивости, обнаруженной в работах [87, 184]. 

Отметим, что если А < 0, но У> 0, то член, учитывающий ядерные ре¬ 
акции (т.е. член с ѵ) в (18.29) оказывает противоположное действие по сравне¬ 
нию с членом (содержащим К), приводящим к возникновению колебательной 
конвекции с нарастающей амплитудой. 

18.26. ПРОИЗВОЛЬНЫЕ ЧАСТОТЫ 

Ниже мы не будем предполагать, что 16 I обязательно мало, и поэтому нам 
нет необходимости принимать предположения (б) и (в), сформулированные в 
начале разд. 18.2. Однако поскольку мы все еще имеем дело с модами высоко¬ 
го порядка, то будем по-прежнему считать справедливым предположение (а). 

Тогда уравнение импульса (18.7) для радиальной составляющей смещения 
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сохранится, а уравнение неразрывности изменится [прежняя его 
форма — уравнение (18.10)] и будет иметь вид 

С к 2 н /б 2 )Р'/р = -р'/р - hr(dlnp/dr) - ik r hr. (18.32) 

Как и выше, это уравнение можно использовать для исключения Р'/р из 
уравнения импульса. В результате вместо уравнения (18.11) получим 

а Hkj/kjftr = (ік г ь г /к г н - g)p ' /р + (& 2 /k 2 f)ik r 5rd\np/dr. (18.33) 

Уравнение энергии остается прежним [см. уравнение (18.14)], но теперь 
оно содержит дополнительный член Р'/Р. Если относительно величины 
&(е - (V ■ F )/р) сделать те же предположения, что и выше, то результирую¬ 
щее уравнение энергии установит связь между Р'/Р, Т/Т, р'/р, X'/X и hr 
[см. соотношение (18.19)]. 

Уравнение состояния [ср. с (18.20)] с Р' /Р Ф 0 дает связь между Р'/Р, 
Т’/Т, р'/р и р' /р. 

Уравнение неразрывности (18.32), как мы уже видели, дает связь между 
Р'/Р, р'/р и hr. 

Наконец, уравнения (18.21а,б) — это два соотношения, связывающие р.' /р 
с hr ѵі X' /X с hr. 

Четыре последних уравнения можно использовать, чтобы выразить Р'/Р, 
Т' / Т, р' /р и X’ /X через р' /р и hr. Подставляя довольно громоздкое резуль¬ 
тирующее выражение в (18.33), получим уравнение пятой степени относи¬ 
тельно а. Упростим его с помощью некоторых термодинамических тождеств 
и других преобразований и примем во внимание приближение коротких волн 
(когда длина волны возмущения много меньше всех характерных длин зада¬ 
чи, за исключением характерных длин изменений А' или р). После громоздких 
алгебраических преобразований получим: 

1 Р 1 Р Ф ~ 1) ~ (KT/p)k* f4+ а з + 

к\Т х Р к\Т х Р с ѵ Т 

+ Гх г е(Х+ 1) Ф ~ О ~ (KT/p)kU 2 к 2 „ л 

L Х р с рТ СрТ J kj- 

_ к\ ГX, Ф - 1) - (KT/p)k\d\np _ Хт ш d\nxl> = 

Ц Lx p с р Т dr Хр СрТ dr J 

Адиабатический предельный случай можно получить, приравняв формаль¬ 
но нулю величины £ и К в (18.34). Тогда коэффициенты при всех четных степе¬ 
нях а (включая нулевую) обратятся в нуль. Если считать а Ф 0, то остается 
квадратное уравнение относительно а 2 , которое фактически такое же, как и 
уравнение, рассмотренное в разд. 17.12 (за исключением использованного 
там предположения, что квадрат частоты Брунта — Вяйсяля, \Ag\, много 
меньше каждого из членов k]f x P/p и к*Т { Р/р). В частности, для большого 
I а I получаем (как и в разд. 17.12): 

а 2 = -к 2 1 Г 1 Р/р = ~{k 2 r + kj)T x P/p. 


(18.35) 
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Можно показать, что предположение о большом значении д аналогично 
предположению об адиабатичности, как того и следует ожидать из физиче¬ 
ских соображений. 

Для малого IДI уравнение (18.34) приводит к результатам, совпадающим с 
полученными в разд. 18.2а. 

В случае большого ІдІ можно поступить так же, как и в разд. 18.2а, и по¬ 
ложить д = д 0 + Дд, где ІАдІ < д 0 и где д 0 определяется из соотношения 
(18.35). Пренебрегая степенями ІДдІ выше первой, получаем 
Дд = И» - 1) - (КТ/р)к^(\ - х/Т' 1 )/2с у Т+ (х г /Г,)е(Х + 1)/2с к Г. (18.36) 

Как показывает данный результат, при отсутствии термоядерных реакций 
(е = 0) амплитуда высокочастотного возмущения будет вследствие тепло¬ 
проводности непрерывно уменьшаться со временем (что представляется 
вполне вероятным и свидетельствует об устойчивости). С другой стороны, 
всякое выделение термоядерной энергии (е Ф 0) будет, как можно ожидать, 
оказывать обратное действие, т.е. будет способствовать увеличению ампли¬ 
туды возмущения со временем (колебательная неустойчивость). 

18.3. Новые исследования 

В настоящем разделе мы кратко рассмотрим некоторые последние работы, 
посвященные расчетам линейных неадиабатических нерадиальных колебаний 
сферических звездных моделей. 

Вероятно, первое исследование такого рода было выполнено 
Кристенсеном-Далсгаардом и Гафом [88] применительно к проэволюциони- 
ровавшей (т.е. современной) модели Солнца. Главной целью работы было 
проверить результаты предыдущих квазиадиабатических расчетов вибраци¬ 
онной устойчивости модели Солнца относительно нерадиальных колебаний в 
низших модах g + при низких значениях / (в частности, I = 1). Согласно их 
предыдущей работе [87], эта модель оказалась колебательно неустойчивой в 
моде g*(l = 1) благодаря градиенту содержания 3 Не в модели (физическое 
объяснение эффекта см. в разд. 18.2). Неустойчивость в этой моде имеет важ¬ 
ное значение в связи с проблемой солнечных нейтрино (см. [29, 30, 87] и ссыл¬ 
ки в последней статье; см. также разд. 18.2). 

Работа [88] показала, что почти по всему объему модели неадиабатические 
собственные функции практически совпадают с соответствующими адиаба¬ 
тическими собственными функциями. Неадиабатические эффекты оказались 
заметными в самых внешних слоях непосредственно под фотосферой, причем 
толщина слоев составила лишь около 300 км. Именно в этой области наши 
знания о строении Солнца являются, вероятно, наиболее неполными. Воз¬ 
можно, что здесь наряду с лучистым существует и конвективный перенос 
энергии. Авторы работы [88] пренебрегли вариациями конвективного потока 
(что вполне понятно). В этом тонком слое было обнаружено сильное затуха¬ 
ние, сравнимое по величине с возбуждением в недрах. Авторы пришли к за¬ 
ключению, что из-за многочисленных неопределенностей в строении самых 
внешних слоев в настоящее время нельзя сделать уверенных выводов о коле- 
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бательной неустойчивости Солнца в нерадиальных модах g + низкого по¬ 
рядка. 

Следующей работой в рассматриваемом направлении, вероятно, явилось 
очень важное исследование Андо и Осаки [19]. Применительно к модели сол¬ 
нечной оболочки они решили уравнения линейных нерадиальных неадиабати¬ 
ческих пульсаций в приближении Каулинга (авторы нашли, что для их задачи 
это приближение хорошо оправдывается). Статья содержит много интерес¬ 
ных и полезных результатов, и здесь мы упомянем лишь некоторые из них. 
Так, лучистый перенос рассматривался в рамках несколько видоизмененного 
приближения Эддингтона, которое является более точным по сравнению с 
приближением лучистой теплопроводности. Приближение Эддингтона опи¬ 
сывается в статье Унно [588, Арр]. Унно и Спигел [594] показали, что это 
приближение согласуется с результатами точного расчета лучистого перено¬ 
са как в оптически тонком, так и в оптически толстом пределах. Но конечно, 
в общем случае оно все же является некоторым приближением. 

Авторы нашли, что низшие р-моды оказались захваченными (разд. 17.10) 
во внешней конвективной зоне Солнца, но в фотосфере и над ней имеют ха¬ 
рактер исчезающих волн. Основная причина захвата состоит в том, что в кон¬ 
вективной области частота Брунта — Вяйсяля N (разд. 17.2) становится 
очень малой (равной нулю в случае адиабатической конвекции), а сразу над 
конвективной областью возрастает, достигая довольно больших значений 
(см.[19, Fig. 1]). С другой стороны, критическая акустическая частота S, [фор¬ 
мула (17.89)] также меньше весьма высоких частот, интересующих авторов, 
даже для рассмотренных ими довольно высоких сферических гармоник 
(10 < / ^ 1500). Следовательно, часть конвективной области попадет в аку¬ 
стическую область А. Однако в фотосфере и над ней угловые частоты, кото¬ 
рые представляют интерес, оказываются, как правило, меньше N, но все еше 
больше S r Поэтому фотосферные и несколько более высокие области явля¬ 
ются в соответствии с анализом, проведенным в разд. 17.10, областями исче¬ 
зающих волн. 

Интересно, что большинство захваченных р-мод оказались колебательно 
неустойчивыми. Основное дестабилизирующее влияние связано с х-ме- 
ханизмом Бейкера и Киппенхана [36] (см. также гл. 9 настоящей книги), хо¬ 
тя небольшую роль играет механизм, изученный Муром и Спигелом [385]. 
Оказалось, что приближение лучистой теплопроводности приводит к боль¬ 
шей неустойчивости, чем приближение Эддингтона, и авторы [385] указали 
причины такого различия. Большая часть энергии пульсаций в этих низких 
р-модах сконцентрирована в тонком слое (толщиной примерно 1000 км) сразу 
под фотосферой. Однако из-за быстрого падения плотностей с высотой в 
равновесной модели энергия пульсаций непосредственно над фотосферой 
быстро падает до нуля. 

Вероятно, наиболее интересный результат состоит в том, что самые не¬ 
устойчивые из захваченных р-мод располагаются на диаграмме «угловая ча¬ 
стота а — горизонтальное волновое число к н » в длинной вытянутой области 
(похожей на горный хребет на географической карте), локализованной при ча¬ 
стоте, приблизительно соответствующей периоду 300 с, в широком диапазо- 
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не горизонтальных длин волн, скажем от - 1000 км до немного более 
300000км. Приведенные числа согласуются с параметрами пятиминутных ос¬ 
цилляций, открытых Лейтоном и др. [347] и позднее описанных, например, в 
работах [172, 223, 391]. Последующие наблюдения (см. [450] и ссылки в этой 
работе), по-видимому, окончательно подтверждают интерпретацию пятими¬ 
нутных пульсаций как /7-мод нерадиальных колебаний. Другие модели пяти¬ 
минутных пульсаций Солнца можно найти в обзоре [544]. См. также некото¬ 
рые ссылки в [19]. 

В исследовании Андо и Осаки [19] пренебрегалось взаимодействием кон¬ 
векции и пульсаций, и это вполне понятно, поскольку надежная теория неу¬ 
становившейся конвекции отсутствует. Авторы признают, что такое взаимо¬ 
действие может оказаться важным и может изменить их результаты. Они 
также подчеркивают чувствительность результатов к использованной моде¬ 
ли солнечной оболочки. Как отмечают авторы, существенную роль могут 
играть и потери энергии в форме бегущих волн, распространяющихся в хро¬ 
мосферу и корону, что в их модели не рассматривалось. 

В своей следующей работе Андо и Осаки [20] приняли во внимание эту воз¬ 
можную утечку энергии посредством бегущих волн. Были получены по суще¬ 
ству те же выводы, что и ранее. Другими словами, очевидно, что указанные 
потери энергии не очень существенны, по крайней мере если говорить об их 
влиянии на результаты анализа устойчивости. В частности, эти потери неве¬ 
лики для горизонтальных длинных волн и вообще отсутствуют для горизон¬ 
тальных коротких волн, поскольку короткие волны не распространяются в 
корону. 

В дальнейшем Андо [18] использовал методы, развитые в [19], для изуче¬ 
ния возможности возбуждения акустических нерадиальных колебаний с боль¬ 
шими / (от 10 до 1500) в звездах поздних спектральных классов в широкой об¬ 
ласти на диаграмме Герцшпрунга — Рессела. Он нашел, что захват волн, 
подобный происходящему в водородной конвективной зоне Солнца (см. вы¬ 
ше), — довольно распространенное явление, особенно в звездах, достаточно 
холодных для того, чтобы иметь хорошо развитую водородную конвектив¬ 
ную зону. Он нашел также, что эти захваченные акустические моды, как пра¬ 
вило, колебательно неустойчивы и неустойчивость обусловлена в основном 
действием ^-механизма Бейкера и Киппенхана [36] (см. гл. 9). Для звезд, не¬ 
сколько более холодных, чем в полосе неустойчивости цефеид (см. рис. 3.1), 
темп нарастания амплитуды 17 (относительное увеличение амплитуды за пе¬ 
риод) в максимально неустойчивых модах при изученных значениях / описы¬ 
вается приближенной интерполяционной формулой г; ос g~°’ 5 T^, где 
g — ускорение силы тяжести на поверхности звезды, а Т е — эффективная 
температура. Андо высказал предположение, что возникающая хромосфер- 
ная активность может объяснить эффект Уилсона — Баппу [623]. (Однако 
эти общие идеи в отношении эффекта Уилсона — Баппу, по-видимому. Не со¬ 
гласуются с результатами работы [24].) 

Расчеты Сибахаси и Осаки [508, 509] не были неадиабатическими (анализ 
устойчивости проводился в квазиадиабатическом приближении), но их ре¬ 
зультаты, по мнению автора настоящей книги, достаточно важны и заслужи- 
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вают хотя бы краткого упоминания. В [508] были изучены нерадиальные ко¬ 
лебания при больших / для звезд с массами 15 и 30 M Q , имеющих полуконвек¬ 
тивные зоны. Один из очень интересных результатов этой работы состоит в 
том, что при больших / (/ £ 8) нерадиальные колебания таких звезд попада¬ 
ют в один из двух весьма различных классов: либо преимущественно g -моды, 
захваченные в области с градиентом на границе конвективного ядра, либо 
преимущественно /7-моды, захваченные в звездной оболочке. С ростом / та¬ 
кое разделение на два класса становится все более четким. (Дальнейшее рас¬ 
смотрение этого эффекта можно найти в [507, 593].) 

При анализе устойчивости авторы нашли, что g -моды с большими /(=15), 
которые были захвачены в полуконвективной зоне с переменным значением 
ц, оказались колебательно неустойчивыми. Эта неустойчивость физически 
соответствует колебательной конвекции с нарастающей амплитудой, обнару¬ 
женной ранее Като [293] на основе локального анализа и рассмотренной в 
разд. 18.2. Полученный результат можно считать ответом на критику резуль¬ 
татов Като [293] в работах [22, 228], в которых подчеркивался локальный ха¬ 
рактер анализа Като. Захват колебаний в области с градиентом ц означает, 
что амплитуды нерадиальных g -мод велики как раз в тех областях, где они и 
должны быть относительно большими для того, чтобы действовал меха¬ 
низм Като. Одиако, как отметили авторы, подобная колебательная неустой¬ 
чивость, вероятно, не имеет ничего общего (по крайней мере непосредствен¬ 
но) с неустойчивостью звезд типа /3 Цефея (гл. 3) в основном потому, что 
последняя связана, по-видимому, с малыми / (= 2 или даже 0). Кроме того, в 
статье представлена новая схема классификации мод, основанная на выше¬ 
упомянутом раздвоении колебаний Hag -моды, захваченные в ядре, и /7-моды, 
захваченные в оболочке. Эта схема более ясно отражает физическую природу 
нерадиальных колебаний звезды (см. также [626]). 

В своей второй работе Сибахаси и Осаки [509] исследовали неустойчивость 
массивных звезд (с массами 5,11,20 и 40Af Q ) относительно нерадиальных ко¬ 
лебаний в g -модах, захваченных в области с градиентом /і (см. выше). В этой 
области происходит слоевое термоядерное горение водорода, которое слу¬ 
жит причиной любой возможной колебательной неустойчивости. Лишь неко¬ 
торые из моделей оказались неустойчивыми: модель 20 Mq для значения 
/ = 10 и модель 40Mq для нескольких / (от 11 до 40). Кроме того, времена на¬ 
растания колебаний в неустойчивых модах оказались относительно больши¬ 
ми, порядка характерных времен эволюции, и все неустойчивые моды стали 
устойчивыми к тому времени, когда звезды превратились в красные гиганты. 
Общий вывод таков, что несколько обнаруженных случаев колебательной не¬ 
устойчивости, обусловленной слоевым горением водорода, вероятно, не име¬ 
ют непосредственного отношения к наблюдаемым пульсациям звезд типа 
0 Цефея (гл. 3). 

Причины, по которым изученные модели часто оказывались устойчивы¬ 
ми, весьма интересны,и они довольно подробно освещены в [509], однако из- 
за недостатка места мы не можем больше останавливаться на этих результа¬ 
тах. 

В последнее время появился ряд расчетов нерадиальных неадиабатических 
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колебаний звезд различных типов (главным образом расчеты Осаки и Дзем- 
бовского). В частности, Осаки [409] исследовал вибрационную устойчивость 
относительно нерадиальных колебаний для моделей цефеид. Один из наибо¬ 
лее интересных результатов Осаки [409] явился в конечном счете следствием 
того, что в моделях звезд с высокой концентрацией вещества к центру (пола¬ 
гают, что таковы цефеиды) нерадиальные колебания с типичными для цефе¬ 
ид частотами обладают во внутренних областях свойствами g -мод. Причины 
такого двойственного поведения нерадиальных колебаний в моделях с высо¬ 
кой концентрацией вещества к центру были указаны в разд. 17.10. Гравитаци¬ 
онный характер таких мод был также отмечен и объяснен Дзембовским [187], 
показавшим, что в этих очень плотных центральных областях нерадиальные 
колебания (по существу, g -моды) имеют очень малые вертикальные длины 
волн и свыше тысячи узлов. Как следствие, для этих волн даже в глубоких 
звездных недрах очень большую роль играют неадиабатические эффекты. 
Дзембовски [187] оценил неадиабатические эффекты с помощью квазидиаба- 
тического приближения, и они оказались настолько большими, что характер¬ 
ные времена затухания этих внутренних волн получились лишь в несколько 
раз больше периодов пульсаций для типичной звезды-гиганта. Это привело 
автора к заключению, что в звездах типа цефеид нерадиальные колебания ли¬ 
бо не возбуждаются, либо их возбуждение является очень слабым. В последу¬ 
ющей работе Дзембовски [188], основываясь на аналогичных рассуждениях, 
пришел к такому же выводу в отношении моделей звезд горизонтальной вет¬ 
ви, которые могут представлять модели звезд типа RR Лиры. 

Осаки [409] знал о таких малых временах затухания и установил, что такие 
коротковолновые g -моды распространяются очень медленно (скорость рас¬ 
пространения пропорциональна квадрату длины волны; разд. 17.12). Поэто¬ 
му он заключил, что из-за неадиабатических эффектов эти короткие волны до¬ 
лжны затухать задолго до того, как они достигнут звездного центра и затем 
отразиться обратно, образуя стоячие волны. Таким образом, по мнению Осаки, 
нерадиальные колебания моделей звезд-гигантов не могут иметь характера 
обычных стоячих волн. Волны, бегущие в направлении центра звезды сильно 
поглощаются: центральные области образуют своего рода «сток» для нера¬ 
диальных колебаний. В связи с этим Осаки переформулировал внутреннее гра¬ 
ничное условие, чтобы согласовать его с потерями энергии пульсаций в форме 
волн, бегущих в направлении центра. 

Учет эффектов бегущих волн в центральных областях посредством внут¬ 
реннего граничного условия позволил рассмотреть звездную оболочку как 
практически изолированную пульсирующую область для р- мод, эфективно 
захваченных в пределах оболочки (Осаки [409] назвал их модами р ); точно 
так же можно рассматривать чисто радиальные пульсации моделей звезд- 
гигантов (п. 9.26). 

Осаки [409] нашел, что из-за оттока энергии пульсаций в звездные недра 
нерадиальные колебания при малых / оказываются устойчивыми. Однако 
при больших / (/ ^ 6 для моды/, и / ^ 4 для моды р, в обозначениях Оса¬ 
ки) колебания оказались неустойчивыми в результате раскачивающего вли¬ 
яния зон ионизации водорода и гелия (гл. 10). Темп нарастания амплитуды 
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для этих неустойчивых нерадиальных мод р х с большими / получился того 
же порядка, что и в случае чисто радиальных колебаний аналогичных моде¬ 
лей. 

Несмотря на то что такие нерадиальные колебания оказались в прове¬ 
денном линейном анализе [409] неустойчивыми, они обычно в цефеидах не 
наблюдаются. По мнению Осаки, это может быть связано с тем, что нели¬ 
нейные эффекты по какой-то причине благоприятствуют радиальным мо¬ 
дам. Он также высказал предположение, что неустойчивые нерадиальные 
моды высокого порядка могут объяснить «микротурбулентность» или «ма¬ 
кротурбулентность», проявляющуюся в спектрах гигантов и сверхгигантов, 
как раньше принимал Люси [354] для а Лебедя, а еще раньше Серковски 
[504] для U Единорога (переменная типа RV Тельца) и Шол [506] для о Ки¬ 
та (Мира Кита) (см. также [501]). Малые колебания в течение коротких 
промежутков времени (порядка месяцев) наблюдались почти у всех сверхги¬ 
гантов [1, 212, 357, 464]. 

В важной работе Дзембовского [190] очень основательно и подробно рас¬ 
смотрена вся проблема линейных неадиабатических колебаний, как радиаль¬ 
ных, так и нерадиальных, для звезд различных типов, включая гиганты и 
сверхгиганты. 

Чтобы рассмотреть квазиадиабатический случай точцее, чем прежде, 
Дзембовски получил асимптотические решения линеаризованного уравнения 
энергии с учетом лучистой теплопроводности, справедливые для радиальных 
и нерадиальных мод в глубоких звездных недрах. Нахождение асимптотиче¬ 
ских решений было основано на методах, разработанных советскими матема¬ 
тиками (см., например, [213]). С помощью этих решений Дзембовски нашел, 
что во многих случях обычный квазиадиабатический анализ может привести 
к совершенно ошибочным результатам в отношении нерадиальных колеба¬ 
ний в глубоких звездных недрах, даже несмотря на то что неадиабатические 
эффекты там могут быть очень малыми. В частности, амплитуды g -мод вы¬ 
сокого порядка, захваченных в глубоких недрах моделей звезд-гигантов с вы¬ 
сокой концентрацией вещества к центру, могут оказаться значительно мень¬ 
ше, чем предсказывается обычной квазиадиабатической теорией. Дзембовски 
отметил, что эти очень малые амплитуды захваченных g -мод высокого по¬ 
рядка можно объяснить с помощью бегущих волн, уходящих в звездные нед¬ 
ра, в согласии с результатом Осаки [409]. Оба автора независимо пришли к 
одинаковому виду внутреннего граничного условия, учитывающего эти эф¬ 
фекты. 

Дзембовски [190] рассмотрел также g -моды высокого порядка, захвачен¬ 
ные в области с градиентом ц в недрах проэволюционировавших моделей и 
пришел по существу к тем же самым выводам, что Сибахаси и Осаки [508] 
(см. выше в данном разделе), а именно, что такие волны имеют в указанной 
области довольно большие амплитуды (колебательная конвекция с нараста¬ 
ющей амплитудой, обнаруженная Като). 

Дзембовски [190] пришел к общему выводу, что нерадиальные колебания в 
оболочках некоторых типов звезд могут возбуждаться посредством тех же 
ионизационных механизмов, которые, как считают, ответственны за пульса- 
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ции цефеид, переменных типа RR Лиры и других звезд (гл. 10), и могут иметь 
приблизительно такой же темп нарастания амплитуды, как и в случае ради¬ 
альных колебаний. В частности, он нашел, что в оболочках моделей звезд го¬ 
ризонтальной ветви, которые могут представлять модели переменных типа 
RR Лиры, моды р х при малых значениях / устойчивы. Однако при больших 
значениях / (*6 — 7) моды р х оказались неустойчивыми приблизительно с 
такими же инкрементами нарастания амплитуды, как для радиальных мод. 
Этот результат напоминает результат Осаки [409] для модели звезды- 
гиганта, которая может представлять модель цефеиды. Дзембовски [190] об¬ 
наружил также неустойчивость нерадиальных мод /при больших значениях 
/(от —100 до 200) для моделей с гораздо более высокими эффективными тем¬ 
пературами (вплоть до - 10 000 К), чем для переменных типа RR Лиры в по¬ 
лосе неустойчивости на диаграмме Герцшпрунга — Рессела. 

Кроме того, Дзембовски [190] исследовал модель сверхгиганта, предлагае¬ 
мую для описания звезды а Лебедя, и нашел, что эта модель колебательно 
неустойчива только при высоких значениях / в согласии с предыдущими ре¬ 
зультатами Люси [354]. Однако он нашел, что в более холодном сверхгиган¬ 
те, лежащем вблизи полосы неустойчивости цефеид на диаграмме 
Герцшпрунга — Рессела, возбуждаются моды с более низкими значениями /. 

В этой же работе Дзембовски исследовал и устойчивость моделей звезд 
типа 8 Щита относительно радиальных и нерадиальных колебаний (см. обзо¬ 
ры [52, 219], посвященные этим звездам). Как и раньше (см. [188]), он нашел, 
что указанные модели колебательно неустойчивы во многих модах, как ради¬ 
альных , так и нерадиальных, и все такие моды имеют сравнимые инкремен¬ 
ты роста амплитуды. Автор высказал предположение, что эти многочислен¬ 
ные возбужденные моды вполне могут взаимодействовать между собой. Та¬ 
кое взаимодействие может объяснить (по крайней мере частично) сложное 
наблюдаемое поведение многих подобных объектов (см. гл. 3 и [52]). 

В работе [191] Дзембовски рассчитал вариации блеска звезды при неради¬ 
альных колебаниях. 

С помощью полностью неадиабатического нерадиального анализа Дзем¬ 
бовски [189] исследовал устойчивость моделей белых карликов относительно 
радиальных и нерадиальных колебаний. Целью работы являлось теоретиче¬ 
ское изучение переменных белых карликов класса DA (или звезд типа ZZ Ки¬ 
та), свойства которых были суммированы в работах [363, 365, 392, 604] (гл. 
3). Исходя из более раннего результата Воклера [607], Мак-Гро и Робинсон 
[365] высказали предположение, что основная причина переменности, как и 
для обычных цефеид, связана со второй ионизацией гелия в оболочке (см. гл. 
10) (см., однако, [147]). 

Модели, использованные Дзембовским [189] для проверки указанного 
предположения, имеют оболочки, богатые водородом и гелием. Однако эти 
оболочки слишком холодны для термоядерного «горения» водорода и гелия. 
Основной результат расчетов состоит в том, что хотя зона второй ионизации 
гелия всегда создает заметный дестабилизирующий эффект, тем не менее ра¬ 
диальные, а также все нерадиальные моды относительно низкого порядка и с 
малыми значениями / оказываются устойчивыми. Сюда попадают и те 
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g -моды с низкими / (1 или 2) и относительно низкого порядка (приблизитель¬ 
но £ 20 — 25), периоды которых соответствуют наблюдаемым периодам бе¬ 
лых карликов класса DA; моды /яр имеют слишком короткие периоды. С 
другой стороны, нерадиальные g -моды порядка - 10 — 20 и при больших / 
(сотни и тысячи) оказались очень неустойчивыми с временами нарастания ам¬ 
плитуды порядка нескольких суток. Моды / при больших /, а в некоторых 
случаях и моды р, также оказались колебательно неустойчивыми. Дзембов- 
ски пришел к выводу, что переменные белые карлики класса DA, возможно, 
образуют продолжение полосы неустойчивости цефеид к звездам с самыми 
высокими известными эффективными температурами и ускорениями силы 
тяжести на поверхности (исключая, вероятно, нейтроные звезды, которые 
мы здесь не рассматриваем). 

Однако самовозбуждающиеся моды имеют слишком короткие периоды 
по сравнению с наблюдаемыми у таких звезд. (Как было установлено в разд. 
17.12, при больших / периоды g -мод почти не зависят от /, за исключением 
случая однородной модели. Однако при уменьшении / периоды g -мод обычно 
увеличиваются; см., например, [53, 603].) Поэтому Дзембовски [189] выска¬ 
зал предположение, что устойчивые моды с низкими /, имеющие периоды в 
наблюдаемом диапазоне, возбуждаются посредством нелинейного взаимо¬ 
действия с неустойчивыми короткопериодическими модами с большими I. Он 
представил несколько доводов в пользу такой точки зрения и призвал к разра¬ 
ботке теории взаимодействия мод для нерадиальных колебаний (некоторые 
соображения о взаимодействии радиальных мод можно найти в [345, 
§ 86 — 88]). Теория переменных белых карликов обсуждается в очень инте¬ 
ресной и обстоятельной работе ван Хорна [604]. 

В последующих расчетах Дзембовски [192] нашел, что g -моды с низкими /, 
периоды которых соответствуют наблюдениям, в действительности могут 
возбуждаться посредством механизма скачка непрозрачности, предложенно¬ 
го Стеллингверфом (см. разд. 10.1 и 13.1). 

Сенкевич и Дзембовски [511] исследовали вибрационную устойчивость ак¬ 
крецирующих белых карликов в тесных двойных системах. Авторы нашли, 
что при высоком темпе аккреции все моды, как радиальные, так и нерадиаль¬ 
ные, оказываются неустойчивыми. Во всех случаях причиной неустойчивости 
является термоядерное возбуждение в водородном или гелиевом слоевом ис¬ 
точнике, расположенном вблизи поверхности звезды. Инкременты нараста¬ 
ния амплитуды для g -мод на три порядка больше, чем для радиальных,/- или 
р-мод. [Причиной такого сильного возбуждения g -мод служит то, что в бе¬ 
лых карликах g -моды имеют заметные амплитуды только во внешних слоях, 
см. [53]. Почти по всему объему белого карлика частота Брунта — Вяйсяля 
N = (-Ag)' /2 (разд. 17.2) близка к нулю, тогда как критическая акустическая 
частота S t (разд. 17.10) довольно высока. Для интересующих нас собственных 
частот g -мод мы почти по всему объему белого карлика имеем N < о < S,. 
Поэтому, согласно разд. 17.10, почти вся внутренняя область белого кар¬ 
лика при рассмотрении g -мод оказывается в области исчезающих 
волн.] Неустойчивые g -моды имеют характерные времена нарастания ампли¬ 
туды порядка месяцев, а периоды колебаний составляют 10 — 50 с. Тем не 
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менее авторы не делают предположений о том, что неустойчивость g -мод 
аккрецирующих белых карликов объясняет осцилляции, наблюдаемые при 
вспышках карликовых новых (гл. 3). 

Сайо и Кокс [475] провели расчеты линейных нерадиальных неадиабатиче¬ 
ских колебаний моделей массивных звезд главной последовательности, а так¬ 
же несколько сильнее проэволюциониррвавших массивных звезд. Неадиаба¬ 
тические периоды получились почти точно такими же, как и в адиабатиче¬ 
ском случае. Кроме того, почти по всей модели звезды неадиабатические соб¬ 
ственные функции практически совпали с адиабатическими. Основной целью 
работы являлась проверка эффективности механизма скачка непрозрачности 
Стеллингверфа (разд. 10.1 и 13.1) для возбуждения нерадиальных колебаний. 

ГЛАВА 19 

СМЕШАННЫЕ ВОПРОСЫ 

В настоящей главе мы кратко рассмотрим ряд эффектов, которые появляют¬ 
ся, если отбросить некоторые из многочисленных упрощающих предположе¬ 
ний, принимавшихся почти во всех предыдущих главах. Многие из этих эф¬ 
фектов до сих пор еще не полностью изучены, и некоторые из них активно ис¬ 
следуются в настоящее время. Поэтому изложение различных вопросов бу¬ 
дет в большинстве случаев довольно кратким и, вероятно, поверхностным; 
данную главу в отличие от остальных следует в значительной степени рас¬ 
сматривать лишь как указатель литературы. 

Например, до сих пор не изучено влияние вязкости (молекулярной или лю¬ 
бого другого вида, например, лучистой) на колебания звезд в самом общем 
случае; оно было довольно подробно рассмотрено только для чисто радиаль¬ 
ных колебаний (см., например [146, ch.27 и ссылки в ней; 345, §47,49,71]). 
Некоторые шаги в связи с исследованием колебаний частично кристаллизо¬ 
вавшихся белых карликов были предприняты ван Хорном и Саведовым [605], 
а новый и весьма тщательный анализ колебательных свойств таких систем 
проведен Хансеном и ван Хорном [258]. 

Пожалуй, наиболее обширные исследования были посвящены влиянию 
вращения на колебания звезд, и эти вопросы рассматриваются в разд. 19.1. 
Эффекты крупномасштабных магнитных полей являются качественно иными 
и изучены менее подробно; они рассматриваются в разд. 19.2. В разд. 19.3 
кратко обсуждается очень трудная, важная и все еще нерешенная проблема 
взаимодействия звездных пульсаций и конвекции. В последние годы был про¬ 
веден довольно исчерпывающий анализ влияния нарушения теплового балан¬ 
са на звездные пульсации, и эти эффекты рассматриваются в разд. 19.4. 

Эффекты общей теории относительности были весьма подробно изучены 
в линейном адиабатическом приближении, их обсуждение, а также соот¬ 
ветствующие библиографические ссылки представлены в разд. 19.5. Там же 
обсуждаются и цитируются работы, в которых одновремено учитывались 
как эффекты вращения, так и эффекты общей теории относительности. Если 
специально не оговорено, то в данной главе мы всегда будем действовать в 
рамках нерелятивистского приближения. 



СМЕШАННЫЕ ВОПРОСЫ 273 


Вопросы вековой устойчивости — это частный случай теории пульсаций; 
они кратко рассматриваются в разд. 19.6. 

Наконец, в разд. 19.7 мы попытаемся оценить общее место и значение тео¬ 
рии пульсаций в изучении звезд и звездной эволюции. 

19.1. Влияние вращения 

19.1а. ОБЩИЕ СООБРАЖЕНИЯ 

Анализ звездных пульсаций при учете вращения очень труден. Вращение из¬ 
меняет и сильно усложняет строение даже невозмущенной (непульсирующей) 
звезды, и эти многочисленные трудности рассмотрены, например, в обзорных 
статьях [227,329,370,413,469,560,602] (см. также [35; 500, §21; 612; 632, р.38] и 
статьи в сборнике [522]). Недавно вышла в свет прекрасная монография 
Тассуля [565], в которой рассматриваются все аспекты вращения звезд. Твер¬ 
дотельное вращение несжимаемого сфероида было изучено еще в 1889 г. [56, 
352]. Примером возникающих при учете вращения усложнений, как впервые 
показано в [612] (см. также [35]), служит то, что звезда, деформированная 
вращением, в общем случае не может находиться в тепловом равновесии. Та¬ 
кие отклонения от теплового равновесия обычно приводят к возникновению 
медленных «меридиональных течений», скорость которых обычно порядка 
произведения величины R/t K на отношение центробежного и гравитационно¬ 
го ускорений, где Л — радиус звезды, a t K — характерное время Кельвина — 
Гельмгольца (гл. 2) [403, 563]. Меридиональные течения порождают ряд 
проблем, которые были обсуждены, например, в [404, 406]. Кроме того, су¬ 
ществуют ограничения на распределение угловой скорости вращения внутри 
звезды. Например, согласно [226, 237] (см. также [286]), момент количества 
движения на единицу массы в звезде не может уменьшаться в направлении на¬ 
ружу. 

Общее исследование вращающихся жидкостей связано с решением слож¬ 
ных задач, и им посвящена обширная литература (см., например, книги Чан¬ 
драсекара [72], Гринспэна [249], Бэтчелора [42, гл. 7]). 

Можно отметить, что в случае звезд большинство усложняющих эффек¬ 
тов возникает в конечном счете из-за несферичности звезды, а несферич¬ 
ность в свою очередь обусловлена центробежной силой на единицу массы, 
ыП 2 , где й — расстояние от оси вращения, а П — угловая скорость 
вращения *. Поскольку центробежная сила пропорциональна О 2 , при доста¬ 
точно медленном вращении звезды эту силу и вызываемую ею несферичность 
можно считать пренебрежимо малыми. 

На элемент массы в пульсирующей и вращающейся звезде при ее колеба¬ 
ниях действуют наряду с обычными еще две силы: центробежная сила и сила 
Кориолиса. Как указано выше, первая из них пропорциональна П 2 , тогда как 
вторая пропорциональна лишь Q. Поэтому силу Кориолиса необходимо учи- 


* В этом и последующих разделах для обозначения угловой скорости используется 
символ 0. Не путайте с обозначением безразмерной частоты пульсаций, использовав¬ 
шимся в предыдущих главах (особенно в гл. 8 и 17)! 




274 


ГЛАВА 19 


тывать, даже-если звезда вращается настолько медленно, что можно прене¬ 
бречь центробежной силой. Из-за наличия двух этих сил неудивительно, что в 
звезде, которая одновременно вращается и пульсирует, могут возникать со¬ 
вершенно новые явления. Например, как показали Папалоизу и Прингл [418], 
становятся важными крутильные колебания (разд. 17.3), приводящие к обра¬ 
зованию волн типа волн Россби с отличными от нуля частотами. Если враще¬ 
ние настолько медленное, что можно пренебречь отклонениями от сферично¬ 
сти, то угловая частота таких мод равна 2mQ/l(l + 1), где I кт — соответ- 
ствено степень и порядок сферических гармоник. Папалоизу и Прингл назва¬ 
ли этот новый вид колебаний г-модами. 

Очевидно, что в звезде с произвольно быстрым вращением не могут су¬ 
ществовать чисто радиальные колебания. Тем не менее если звезда вращает¬ 
ся не слишком быстро, то при ее колебаниях лагранжевы смещения элемен¬ 
тов массы могут оказаться преимущественно радиальными с относительно 
малыми тангенциальными составляющими (этот вывод с очевидностью сле¬ 
дует из уравнения (82.12) в [345] или из уравнения (52) в [356]). Такие колеба¬ 
ния называют квазирадиальными,и в пределе исчезающе малой скорости вра¬ 
щения они становятся чисто радиальными. 

Почти во всех работах о влиянии вращения на звездные пульсации предпо¬ 
лагалось, что колебания являются адиабатическими, причем лагранжевы ва¬ 
риации давления и температуры определяются соотношениями (5.36). Если 
специально не оговорено, то в оставшейся части данного раздела мы также 
будем использовать это предположение. Оказывается, что вращение (по 
крайней мере если оно лишь слегка искажает форму звезды) всегда оказыва¬ 
ет стабилизирующее влияние на квазирадиальные колебания в том смысле, 
что для таких колебаний критическое значение показателя адиабаты Г,, ниже 
которого звезда является динамически неустойчивой (гл. 8), становится мень¬ 
ше Уз (см., например, [78; 113; 133; 136; 332; 345, §82], а также ссылки в [136]). 
Как показано в [330], этот стабилизирующий эффект имеет место не только 
при твердотельном вращении, но и для любого вида дифференциального вра¬ 
щения, по крайней мере если Г, = const. Дальнейшее рассмотрение динами¬ 
ческой устойчивости вращающихся звезд выполнено, например, в [45]. 

19.16. ВАРИАЦИОННЫЙ ПРИНЦИП ДЛЯ ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ЗВЕЗДЫ 
В гл. 15 уже отмечалось, что для вращающейся звезды собственные функции 
и собственные значения линейного адиабатического волнового уравнения по- 
прежнему подчиняются вариационному принципу, но его нужно несколько 
модифицировать. Здесь мы рассмотрим данный вариационный принцип, сле¬ 
дуя в основном превосходному анализу Линден-Белла и Острайкера [356]. Как 
мы увидим, наиболее существенная часть модификации состоит в том, что 
для применимости вариационного принципа собственная частота ш должна 
быть чисто вещественной. Первым, кто показал, что собственные функции и 
собственные значения линейного адиабатического волнового уравнения в слу¬ 
чае однородно вращающейся звезды действительно подчиняются некоторому 
вариационному принципу, был Клемент [100], но он не уточнил, что этот 
принцип применим только к вещественному о>. 
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Выше (разд. 15.2) мы уже видели, что для невращающейся звезды собствен¬ 
ные частоты со являются либо чисто вещественными, либо чисто мнимыми. 
Однако для вращающейся звезды частота со может оказаться комплексной 
(см. ниже). Поэтому во вращающейся звезде может, например, возникнуть 
такое довольно необычное явление, как колебательная конвекция с нарастаю¬ 
щей амплитудой (см. ниже, а также [345, §82]). 

Рассмотрим линеаризованное уравнение движения в общем виде (15.18). 
Далее, запишем . 

d/dt = d/dt + v 0 - Vsd/dt + M, (19.1) 

где V 0 — скорость жидкости в невозмущенном (неосциллирующем) состоя¬ 
нии, а второе равенство служит определением оператора М. Если течения 
установившиеся, то дѵ„/д/ = 0, и операторы d/dt и М коммутативны. Если 
принять также что f(r, t) = {(г) exp [Ы], где f(r, t) = Sr — лагранжево сме¬ 
щение элемента массы, то линейное адиабатическое волновое уравнение при¬ 
нимает следующий вид: 

-со 2 { + 2 іо,Щ + М 2 { = - ^({) - Г({), (19.2) 


где операторы У были определены в разд. 15.3. 

По аналогии с [356] это уравнение можно записать как 


-со 2 А({) + соВ(І) + С({) = 0, 

(19.3) 

где операторы А, В и С определяются соотношениями 


А({) = {, 

(19.4а) 

в({) - 2 т, 

(19.46) 

С(£) » М 2 і + ^({) + Г({), 

(19.4в) 

Умножая (19.3) скалярно на £ * pdr ( dr — элемент объема, а звездочка обо¬ 
значает комплексно сопряженную величину) и интегрируя по всему объему V 
конфигурации, имеем 

— всо 2 + Ьш + с = 0, 

(19.5) 

в = • А(£Мт= j £* ■ Ipdr, 

(19.6) 


и т.п. [Отметим, что а — это осцилляторный момент инерции, обозначен¬ 
ный в гл. 8 и 16 символом J; см. также уравнение (15.6).] 

Как показано в [356], операторы А, В и С являются самосопряженными в 
смысле соотношения (15.11). Отсюда следует, что все числа а, b и с вещест¬ 
венные. 

Рассмотрим теперь {(г) как произвольную, достаточно регулярную век¬ 
торную функцию от г [т.е. не обязательно как решение линейного адиабатиче¬ 
ского волнового уравнения (19.3)], а со — просто как решение квадратного 
уравнения (19.5) (т.е. не обязательно как собственную частоту линейного ади¬ 
абатического волнового уравнения) (в разд. 15.2 соответствующие величины 
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обозначались как u(r) и £). Представим теперь, что функция {(Г) испытывает 
в каждой точке г малое изменение Д£, причем величина г и все невозмущенные 
величины остаются в течение этого изменения постоянными. Тогда, варьи¬ 
руя уравнение (19.5), мы получим выражение, содержащее Д£, Д£*. ДА(£), 
ДВ(£), ДС(£) и До), где Дш — соответствующее изменение величины ш. Однако 
из линейности операторов А, В и С следует, что ДА(£) = А(Д£), и т.д. Кроме 
того, вследствие самосопряженности этих операторов £* и Д£ в упомянутом 
выражении коммутативны. Отметим наконец, что операторы А и С чисто ве¬ 
щественные, а оператор В чисто мнимый. Конечный результат можно запи¬ 
сать в виде 

(—2аш + ft) Дш + j (Д£*) • ( -ш 2 А(£) + шВ(£) + С (£))pdr + 

+ j (Д£) ■ ( - а, 2 А« * ) - шВ(£*) + C(£*))ptfr = 0. (19.7) 

Теперь если £ — решение линейного адиабатического волнового уравнения 

(19.3) , то первый интеграл в (19.7) обращается в нуль. Однако £* в общем 
случае не является решением уравнения 

— ш 2 А(£ * ) — шВ(£ * ) + С(£ * ) = 0, (19.8) 

а представляет собой решение комплексно сопряженной формы уравнения 

(19.3) . Отсюда следует, что в общем случае ш не подчиняется вариационному 
принципу. 

Однако если ш вещественно, то уравнение (19.8) и комплексно сопряженная 
форма уравнения (19.3) совпадают, а тогда величина в фигурных скобках во 
втором интеграле в (19.7) также обращается в нуль,и мы имеем Дш = 0, т.е. ш 
в данном случае подчиняется вариационному принципу. 

Итак, мы доказали следующее: если величина ш вещественна, то для звез¬ 
ды с внутренними установившимися движениями определяемое уравнением 
(19.5) значение ш имеет экстремум относительно произвольных малых вариа¬ 
ций функции £(Г) в том случае, если £(г) — одна из собственных функций £*(г) 
линейного адиабатического волнового уравнения (19.3), при этом экстре¬ 
мальное значение ш совпадает с адиабатической собственной частотой ш к для 
к-й моды. 

Отметим, что некоторые выводы разд. 15.2 можно рассматривать как 
частный результат проведенного анализа. 

Как показал Шутц [495], с помощью небольшой модификации подхода 
Линден-Белла и Острайкера [356] (на котором были основаны наши рассуж¬ 
дения) можно получить вариационный принцип, который оказывается при¬ 
менимым как для вещественных, так и для комплексных собственных значе¬ 
ний. 

Решение квадратного уравнения (19.5) имеет вид 

ш = Ь/2а ± (й 2 /4д 2 + с/а) и2 . (19.9) 

Из самого определения величины а видно, что она является положительной, 
тогда как ft и с не обязательно положительны, хотя всегда вещественны. От- 
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рицательное с сответствует динамической неустойчивости невращающейся 
звезды (Ь = 0) (разд. 13.2). С другой стороны, в случае вращающейся звезды 
отрицательное с может подразумевать комплексное значение со. В свою оче¬ 
редь комплексное значение ш проявится как колебательная конвекция с нарас¬ 
тающей амплитудой; физическая картина этого явления рассматривается в п. 
19.1в. Отметим, что выражение (19.9) в некоторой степени отражает стаби¬ 
лизирующее влияние вращения: видно, что величина с должна иметь доста¬ 
точно большое отрицательное значение, чтобы частота и оказалась ком¬ 
плексной; а в отсутствие вращения при любом отрицательном значении с 
звезда будет динамически неустойчивой. 

19.1в. РАСЩЕПЛЕНИЕ ЧАСТОТ НЕРАДИАЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЙ 
ВСЛЕДСТВИЕ ВРАЩЕНИЯ 

В гл. 17 и 18 мы указывали, что порядок сферических гармоник т не входит 
ни в одно из уравнений линейных нерадиальных адиабатических или неадиа¬ 
батических колебаний статических сферических звезд. Поэтому собственные 
частоты нерадиальных колебаний таких звезд (2/ + 1)-кратно вырождены 
для каждой моды (разд. 17.3). Однако во вращающейся звезде это вырожде¬ 
ние полностью снимается: для заданного значения / собственная частота рас¬ 
щепляется на (21 + 1) подуровней, соответствующих т = —/,—(/— 1). 

(/ - 1), /. При медленном вращении это расщепление симметрично относи¬ 
тельно частоты, соответствующей т = 0, которая совпадает с частотой в 
отсутствие вращения; с увеличением скорости вращения звезды разность ча¬ 
стот между соседними подуровнями возрастает. (Такое расщепление совер¬ 
шенно аналогично эффекту Зеемана в атомной физике.) 

В последующем изложении мы вернемся к нашим прежним обозначениям 
(гл. 8) и будем писать J вместо а [см. уравнение (19.6)]: J = а. Кроме того, 
мы будем рассматривать лишь члены первого порядка относительно угловой 
скорости вращения 0. Если бы мы сохраняли члены, пропорциональные Q 2 , 
то соответствующие интегралы следовало бы боать по конфигурации, де¬ 
формированной вращением (см., например, [521. 527]). Записывая 

ш = а 0 + а', (19.10) 

где а 0 — угловая частота колебаний невращающегося объекта, а а' — по¬ 
правка на эффект вращения, имеем из уравнений (19.9) и (19.6) 

а' = Ь/2а + О(0 2 ) = (i/J) j {* • ( Mftpdi + 0(П 2 ), (19.11) 

где оператор М определен согласно (19.1), а 0(П 2 ) означает «члены порядка 
П 2 ». 

Введем систему цилиндрических координат (й, ф, z) и запишем 

Ѵ 0 = V M+W ( 19 - 12 ) 

где м м — скорость в меридиональной плоскости: 

Ѵ М = Ѵ й в а + V z e z’ О 9 - 13 ) 

причем V-, ѵ ф и v z — соответствующие составляющие вектора ѵ 0 ; 




278 


ГЛАВА 19 


ѵ Ф е Ф — скорость в направлении ф, а е, — единичные векторы вдоль соот¬ 
ветствующих осей. Если движение в направлении ф вызвано вращением, то 
ѵ ф = ЙО, (19.14) 

где ось вращения параллельна оси г. Если учесть, что единичные базисные 
векторы могут при дифференцировании менять направление, и если принять 
зависимость компонентов вектора £ от ф в виде £- ф z ос exp [ітф], то после 
несложных преобразований получим 

т = (ѵ м ■ Ѵ)£ + //ий£ + О х {. (19.15) 

Если движения в невозмущенной системе представляют чистое вращение, 
т.е. если мы пренебрегаем меридиональными потоками, то нужно лишь по¬ 
ложить ѵ м = 0 в уравнении (19.15). Отметим для полноты, что в случае чи¬ 
стого вращения (у м = 0) 

М 2 £ = М(М£) = -т 2 й 2 £ + 2/m 0(0 х () + fl х (fl х (), (19.16) 

и ясно, что данная величина порядка О 2 . 

Подставляя (19.15) в (19.11), получаем следующее выражение для поправ¬ 
ки вследствие вращения к адиабатической угловой частоте (с точностью до 
первого порядка относительно й): 

а' = — (т/ J) j й£* • ipdi + ( i/J ) \ £* ■ (П x £)prfr + 0(fl 2 ). (19.17) 

При Й = const данное выражение согласуется с результатами [113; 333; 345, 
§82], если принять во внимание, что уравнение (19.17) было получено в инер¬ 
циальной, а не во вращающейся системе отсчета. Второй интеграл в (19.17) 
также оказывается пропорциональным т. Это следует из того, что с учетом 

= 0 подынтегральное выражение в рассматриваемом интеграле пропо¬ 
рционально компоненту £ ф , который в свою очередь содержит не только 
множитель ехр (ітф), как все остальные компоненты {, но еще и пропорцио¬ 
нален т. Отметим, что по порядку величины I а' I — I й I. 

В случае твердотельно вращающейся звезды (й = const) выражение для 
расщепления частот иногда целесообразно записать в системе координат, 
вращающейся с постояной угловой скоростью й. Тогда соответствующая по¬ 
правка к частоте колебаний будет образована лишь вторым слагаемым в пра¬ 
вой части уравнения (19.17). Этот результат становится понятным, если при¬ 
нять во внимание, что нерадиальные колебания с т Ф 0 представляют собой 
азимутальные бегущие волны, распространяющиеся при m < 0 в направле¬ 
нии возрастания ф, а при m > 0 в направлении убывания ф. 

Из уравнения (19.17) следует, что при т = 0 все члены первого порядка 
относительно й обращаются в нуль. Второй член в правой части равен нулю, 
потому что при т = 0 величина { чисто вещественная. Таким образом, с точ¬ 
ностью до членов первого порядка относител’ ;о й вращение не оказывает 
никакого влияния на частоту колебаний в случае произвольного осесиммет¬ 
ричного возмущения (как частный случай сюда входят и квазирадиальные ко- 
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лебания). При таких возмущениях только члены второго и более высоких по¬ 
рядков по П как-то влияют на частоты колебаний. 

Отметим далее, что в правой части уравнения (19.17) все члены первого по¬ 
рядка по О чисто вещественные. Второй член вещественный потому, что ве¬ 
личина^ ■ (0 х £), как легко показать, чисто мнимая. Можно показать так¬ 
же, что и все члены второго порядка по П в правой части (19.17) чисто вещест¬ 
венные. Таким образом, справедливо утверждение, что поправки на враще¬ 
ние к собственной частоте имеют осцилляторный характер (т.е. являются 
вещественными), по крайней мере с точностью до членов 0( Q 2 ) включи¬ 
тельно. 

Вещественность а' [с точностью до членов О(0 2 )] позволяет дать интерес¬ 
ную интерпретацию колебательной конвекции с нарастающей амплитудой. 
Если величина а 0 в разложении ш = а 0 + а’ чисто мнимая (что соответству¬ 
ет динамической неустойчивости невращающейся звезды), то, значит, вели¬ 
чина ш комплексная, что соответствует либо нарастающим, либо затухаю¬ 
щим колебаниям. Как было указано в гл. 17, динамически неустойчивые 
g -моды тесно связаны с конвекцией; более того, такая динамическая неустойчи¬ 
вость обычно интерпретируется как конвективная неустойчивость. Следова¬ 
тельно, а 0 определяет характерное время развития (или затухания) таких дви¬ 
жений, которые в невращающейся звезде были бы обычной конвекцией, а во 
вращающейся звезде представляют собой колебательную конвекцию с нарас¬ 
тающей амплитудой. Это характерное время определяется прежде всего 
свойствами конвективно неустойчивой области и по существу не зависит (во 
всяком случае, непосредственно) от периода вращения звезды. С другой сто¬ 
роны, период колебаний для такой колебательной конвекции определяется 
только величиной а', которая в свою очередь зависит только от скорости 
вращения и от внутреннего строения звезды. 

С физической точки зрения колебательный характер рассматриваемых 
движений является непосредственным отражением того, что сила Кориолиса 
сх - 0 х ѵ 0 . Так, например, динамически неустойчивый поднимающийся или 
опускающийся элемент вещества испытывает вследствие вращения звезды 
действие силы Кариолиса, которая заставляет его отклоняться в сторону, в 
результате чего он движется с определенной периодичностью вдоль кольце¬ 
образной траектории, а не просто вверх или вниз. 

В работе [257] было рассчитано (с точностью до членов первого порядка 
относительно П) расщепление частот нерадиальных колебаний звезд с мед¬ 
ленным дифференциальным вращением. Составляющие вектора £ в сфериче¬ 
ских координатах, т.е. £ г , £ 9 и £ ф обычно записывают через две функции а (г) и 
Ь(г), зависящие только от г и определенные в [345, §82]. (Эти а и Ь не следует 
смешивать свиіиз п. 19.16.) Они пропорциональны соответственно ради¬ 
альной и тангенциальной составляющим вектора £ (разд. 17.3). Кроме того, 
а(г) и Ь(г) — это решения приведенных в разд. 17.5 обыкновенных дифферен¬ 
циальных уравнений адиабатических нерадиальных колебаний статической 
сферической звезды. Если по всей звезде Я = const, то можно показать, что в 
инерциальной системе координат 


'0(1 - С), 


(19.18) 
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где 


R R 

C = j p^(lab + b 2 )dr/ j pr 2 [a 2 + /(/ + l)* 2 ]rfr. 


(19Л9) 


Ясно, что С зависит от внутреннего строения звезды и от свойств ее адиаба¬ 
тических колебаний; обычно С < 1. Тогда из уравнения (19.18) следует, что, 
например, те моды нерадиальных колебаний, которые соответствуют во¬ 
лнам, распространяющимся в направлении увеличения азимутального угла 
(т.е. моды с т < 0 или моды с «прямым» движением, совпадающим с на¬ 
правлением вращения), имеют при наличии вращения несколько более высо¬ 
кие частоты (меньшие периоды), чем без вращения. (Данный результат отча¬ 
сти связан с тем, что а' — это возмущение угловой частоты, рассматривае¬ 
мое в инерциальной системе отсчета. В системе координат, вращающейся с 
угловой скоростью 0, возмущение угловой частоты было бы равным 
а' + mil = mtlC\ следовательно, моды с прямым движением, т.е. с т < 0, 
имели бы в этой системе координат меньшие частоты, чем моды с обратным 
движением.) 

Интересно отметить, что, согласно [53], для g -мод в белых карликах 
I a(r)\ < I й(г)І , и поэтому для таких колебаний, как следует из выражения 
(19.19), С * 1 /[/(/ + 1)]. А тогда можно показать, что во вращающейся си¬ 
стеме координат поправка вследствие вращения к фазовой скорости азиму¬ 
тальной бегущей волны нерадиальных колебаний белого карлика будет равна 
приблизительно -0/[/(/ + 1)] [625]. 

19.1г. ВЛИЯНИЕ НЕАДИАБАТИЧНОСТИ 
Неадиабатические колебания вращающихся звезд изучены очень плохо. По¬ 
жалуй, некоторый интерес в этой связи представляет работа Айземана и Кок¬ 
са [7], которые для звезды с произвольным установившимся вращением полу¬ 
чили формальное решение линеаризованных уравнений нерадиальных неади¬ 
абатических колебаний, т.е. определили коэффициент устойчивости х (см. гл. 
9 и 16). Интересно, что в результирующее выражение для х входят несколько 
членов, связанных с нарушением теплового равновесия (разд. 19.4). Но в кон¬ 
це концов этот вывод не должен нас удивлять, поскольку, как мы уже указы¬ 
вали, вращающаяся звезда не может находиться в тепловом равновесии. 

По-видимому, наиболее важным результатом рассматриваемой работы 
является то, что основной вклад в коэффициент х все еще вносит, как прави¬ 
ло, обычный интеграл С (разд. 16.2). (Это С не следует путать с С из п. 
19.1в.) Точнее, Айземан и Кокс получили следующее выражение для коэффи¬ 
циента устойчивости х: 

— х = С Г /2К + члены, связанные с нарушением теплового равновесия,(19.20) 

где С г — вещественная часть интеграла С [см. уравнение (16.21)], а К — неко¬ 
торая величина, определенная в [7] и пропорциональная полной кинетической 
энергии вращающейся пульсирующей звезды. Айземан и Кокс показали, что 
соотношение (8.54) сохраняет заключенный в нем относительно простой фи- 
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зический смысл также для такой пульсирующей системы, которая в невозму¬ 
щенном (неосциллирующем) состоянии характеризуется произвольными, но 
установившимися внутренними движениями. 

Чтобы иметь хоть какое-то представление об устойчивости расщепленных 
вращением подуровней нерадиальных колебаний, Хансен, Кокс и Кэррол 
[255] исследовали вибрационную устойчивость этих подуровней в квазиадиа- 
батическом приближении, считая вращение настолько медленным, что мож¬ 
но пренебречь несферичностью звезды. Для упрощения вычислений авторы 
использовали приближение Каулинга (разд. 17.9). Кроме того, они учли неко¬ 
торые результаты Айземана и Кокса [7]. Основной вывод работы в примене¬ 
нии к звездам спектрального класса В главной последовательности и к белым 
карликам состоит в том, что моды с прямым движением (т < 0) всегда не¬ 
сколько менее устойчивы, чем моды с обратным движением (т > 0). 

Ряд попыток определить влияние некоторых эффектов медленного враще¬ 
ния на неадиабатические нерадиальные колебания описан в работе [476]. 

19.2, Влияние магнитных полей 

На звездное вещество, пронизанное крупномасштабными магнитными поля¬ 
ми, действуют не только обычные силы, такие, как гравитация, но и силы чи¬ 
сто электромагнитного происхождения. 

Как и в случае вращающихся звезд, при наличии крупномасштабных маг¬ 
нитных полей исходная «статическая» модель, колебания которой предпола¬ 
гается исследовать, уже сама по себе оказывается в значительной степени не¬ 
определенной, и подобным моделям посвящен целый ряд работ (см., напри¬ 
мер, [60; 112; 159, 183; 337; 342; 345, §83; 371; 378 — 384; 467; 468; 486; 624; 

630] ). Согласно исследованиям Тейлера с сотрудниками [360, 361, 566, 567, 

631] , многочисленные конфигурации магнитного поля, предлагавшиеся в про¬ 
шлом для магнитных звезд, могут быть подвержены влиянию локальных не¬ 
устойчивостей. 

Тем не менее существует ряд работ, посвященных колебаниям магнитных 
звезд. До сих пор все подобные исследования ограничивались анализом ли¬ 
нейного адиабатического приближения, но даже в таком случае возникающие 
трудности очень велики. Хорошее обсуждение некоторых из этих проблем со¬ 
держится в [345, §83]. Граничные условия также оказываются сложными 
(см., например, [526]). Многочисленные ссылки на исследования в данной об¬ 
ласти можно найти в обзорных статьях [133, 136]. В частности, см. [239—241, 
24і]. Изучалось влияние на звездные пульсации некоторых комбинированных 
эффектов вращения и магнитных полей [82]. 

Не вдаваясь в детали, отметим, что изученные частные случаи наводят на 
мысль, что в отличие от вращения, которое полностью снимает вырождение 
нерадиальных колебаний, магнитное поле снимает это вырождение лишь ча¬ 
стично, т.е. при заданном значении / каждая частота расщепляется только на 
(/ + 1) подуровень с I т I = 0, 1./. 

Такое частичное снятие вырождения по т при наличии магнитного поля 
можно объяснить следующим образом. Нерадиальные колебания с т Ф Осо- 




282 


ГЛАВА 19 


ответствуют азимутальным бегущим волнам [ср. уравнение (17.36')], причем 
направление распространения волны зависит, очевидно, от знака т. При вра¬ 
щении направление распространения волны оказывается прямым или обрат¬ 
ным, т.е. знак т имеет физический смысл. В присутствии магнитного поля, 
очевидно, нет никакого физического различия между +т и -т, если непуль¬ 
сирующая система осесимметрична; т.е. существенна лишь абсолютная вели¬ 
чина I т I. Поэтому в уравнения входит только I т I. Отметим также, что, 
как следует из анализа частных случаев, поправка к частоте колебаний, обус¬ 
ловленная наличием магнитного поля, по порядку величины составляет 
I a mag 1 ~ 1 a o l£ mag /£ grav’ г Д е °о ~ невозмущенная угловая частота (т.е. 
угловая частота при отсутствии магнитного поля); £ mag — полная магнитная 
энергия звезды, £ mag - H 2 R 2 , где R — радиус звезды, а Я — напряжен¬ 
ность магнитного поля; наконец, £ grav — гравитационная энергия звезды, 
E v „ ~ GM 2 /R. 

Если принять I ff' ot I — IQ I, где ст' 0 , — возмущение угловой частоты 
вследствие вращения, то, согласно [257], условие I (j^ ag l < I a' ol I можно по 
порядку величины выразить в следующем виде: 

*mag « (£ro.*grav) ,/2 . (19-21) 

где £ г0 , — кинетическая энергия вращения, E TOt - MR 2 fi 2 . В [257] указано, 
что расщепление вследствие магнитных полей, вероятно, много меньше рас¬ 
щепления вследствие вращения, если только магнитные поля не являются 
очень сильными, скажем порядка ІО 5 Гс для звезд верхней части главной по¬ 
следовательности или порядка 10 ю Гс для остывающих белых карликов, 
причем в обеих этих оценках использованы типичные для указанных групп 
звезд значения параметров. 

19.3. Влияние конвекции 

При рассмотрении влияния конвекции на пульсации звезд обычно выделяют 
два главных аспекта. Во-первых, конвекция может влиять на внутреннее 
строение невозмущенной, или статической, звезды, а во-вторых, она может 
оказывать более или менее непосредственное влияние на сами пульсации. Та¬ 
кое разделение эффектов конвекции на две части правомерно, если пульсации 
малы, т.е. если они рассматриваются лишь как некоторое возмущение стати¬ 
ческой звезды. Однако в случае пульсаций с конечной амплитудой не ясно, 
оправдано ли такое умозрительное разделение эффектов (см. ниже). 

Первый из этих эффектов — влияние на статическую модель — обычно 
исследуют с помощью теории длины перемешивания в той или иной форму¬ 
лировке, например [610] или [49] (см. также [146. Ch. 14; 245]),или с помощью 
некоторой модификации этой теории (например, [419, 539, 583 — 585, 587]; 
см. также [396, 397]). Такие статические модели как исходные модели пульси¬ 
рующих звезд были построены, например, в работах [37, 103, 104, 122, 263, 
281, 477, 582]. При рассмотрении пульсаций подобных моделей вариациями 
конвективного потока обычно либо совсем пренебрегают (как практически во 
всех цитированных работах), либо учитывают их каким-то сильно упрощен- 
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ным способом (как предложено, например, в [117]). Влияние конвекции на 
строение статической звезды было принято во внимание, чтобы объяснить 
ряд свойств некоторых типов пульсирующих звезд (в частности, массы «це¬ 
феид с биениями»; см. обзор [138]). 

В работах [65, 244, 246, 589] (см. также [224, 540, 541, 583 — 585, 587, 627]) 
было сделано несколько попыток сформулировать теорию неустановившейся 
звездной конвекции. Однако большинство этих попыток основывалось на 
той или иной модификации теории длины перемешивания и ее неизбежных 
допущениях. 

Основательно подошел к проблеме неустановившейся конвекции Дюпри 
[174 — 182]. Он численно решил нелинейные уравнения неразрывности, им¬ 
пульса и энергии в конвективно неустойчивой области, считая зависимые пе¬ 
ременные функциями времени и двух пространственных координат. Из-за не¬ 
достатка машинного времени ему удалось проследить движение только са¬ 
мых больших конвективных ячеек. Введя коэффициент турбулентной вязко¬ 
сти, Дюпри исследовал распад этих больших іихрей на меньшие и последую¬ 
щий турбулентный каскад, который в конце концов диссипирует в тепло. По¬ 
жалуй, наиболее существенное предположение в работах Дюпри — это то, 
что конвекцию можно адекватно описать в пространстве двух измерений (ре¬ 
альное пространство трехмерно). Но даже в таком приближении вычисления 
очень трудоемки. Тем не менее в основном расчеты могут быть физически 
правильными, и они, возможно, действительно дали нам первое физическое 
объяснение того, каким образом конвекция может обеспечить возврат к 
устойчивости на красной границе полосы неустойчиости цефеид. 

Широко распространено мнение, что именно существование конвекции в 
звездной оболочке приводит к прекращению пульсаций на красной (низкотем¬ 
пературной) границе полосы неустойчивости, как предположили Бейкер и 
Киппенхан [37] и др. Связь между конвекцией в оболочке и положением крас¬ 
ной границы полосы неустойчивости цефеид была рассмотрена Бем-Витензе 
и Нельсоном [50] на основе теории длины перемешивания. Бейкер и Гаф [33] 
определили положение красной границы полосы неустойчивости с помощью 
некоторой модификаци этой теории. Однако расчеты Дюпри дали положение 
красной границы по крайней мере для переменных типа RR Лиры, а по- 
видимому, и для цефеид, без всякого привлечения феноменологических тео¬ 
рий конвекции, например теории длины перемешивания. Хотя ряд особенно¬ 
стей работы Дюпри можно подвергнуть критике (и, вероятно, не без основа¬ 
ний), тем не менее мы имеем в данном случае пример расчета теоретической 
красной границы, которая находится в разумном согласии с наблюдениями. 
Дюпри [179 — 181] исследовал зависимость положения этой расчетной крас¬ 
ной границы от различных факторов, таких, как светимость, химический со¬ 
став и обертонные пульсации. Расчет положения красной границы, выпо¬ 
лненный Бейкером и Гафом [34] на основе теории Гафа [246], по существу со¬ 
гласуется с результатами Дюпри. 

Из работ Дюпри вырисовывается физическая картина того, как конвекция 
может приводить к прекращению пульсаций на красной границе полосы неу¬ 
стойчивости. Дюпри установил, что конвективнй поток тепла максимален 
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приблизительно в момент максимального сжатия конвективных областей 
(т.е. примерно тогда, когда радиус звезды минимален). Следовательно, в 
этой фазе колебания конвекция (наиболее эффекивная в зоне ионизации водо¬ 
рода) вызывает отток энергии, задержанной совместным действием х- и у- 
механизмов в зоне второй ионизации гелия (гл. 10). Таким образом, конвек¬ 
ция фактически подавляет раскачивающие эффекты зоны (или зон) иониза¬ 
ции. Согласно Дюпри, достаточно уже довольно слабой конвекции, чтобы 
подавить пульсации на красной границе полосы неустойчивости. 

Вне сомнения, такая физическая картина представляется разумной и оста¬ 
ется ждать, подтвердят ли дальнейшие расчеты ее правильность и полноту. 

Условное разделение эффектов конвекции, описанное в начале данного 
раздела, а именно рассмотрение влияния конвекции на статическую модель 
отдельно от ее непосредственного влияния на сами пульсации, в подходе 
Дюпри в явном виде нигде не встречается. Более того, Дюпри нашел, что су¬ 
ществует довольно сильное взаимодействие конвекции и пульсаций в том 
смысле, что эти явления, по-видимому, подавляют друг друга: пульсации 
препятствуют установлению эффективной конвекции, тогда как конвекция 
стремится подавить пульсации. 

Эта особенность взаимосвязи конвекции и пульсаций позволила Дюпри 
[179] сделать вывод, что конвекция не должна иметь существеного значения 
для звезд в полосе неустойчивости, за исключением очень близких окрестно¬ 
стей красной границы. А тогда можно прийти к заключению, что детали кри¬ 
вых блеска и т.п., рассчитанных с использованием чисто лучистых моделей, 
практически не должны быть подвержены влиянию конвекции. Как уже от¬ 
мечалось, именно такой вывод следует из работы Кастора [66], посвященной 
фазовому запаздыванию и описанной в гл. 11. 

19.4. Влияние отсутствия теплового равновесия 

Строение реальной статической звезды в общем случае изменяется со време¬ 
нем. Это обусловлено тем, что звезды эволюционируют (гл. 4), и вопрос за¬ 
ключается лишь в скорости изменения статического состояния. Для боль¬ 
шинства задач теории звездных пульсаций эта скорость так мала по сравне¬ 
нию со скоростями, связанными с пульсациями, что статическое состояние 
звезды можно с высокой точностью считать не меняющимся со временем. 
Это обычное приближение теории звездных пульсаций, и оно использовалось 
во всех разделах настоящей книги. 

Обычно изменение статического состояния звезды происходит относи¬ 
тельно медленно, с кельвиновским или ядерным характерным временем. Од¬ 
нако в некоторых случаях статическая модель может изменяться довольно 
быстро. Примерами могут служить сравнительно поздние стадии эволюции, 
например, звезд, испытывающих быстрые тепловые изменения различного 
вида (например, гелиевую вспышку, происходящую при загорании гелия в 
вырожденном ядре звезды с относительно малой массой порядка 1 , см., 

например, [259]; или довольно быстрое загорание гелия в тонком слоевом ис¬ 
точнике, см., например, [232]). 
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По этим причинам полезно знать, будут ли медленные изменения стати¬ 
ческой модели иметь значение для вибрационных характеристик модели, и ес¬ 
ли они действительно окажутся важными, то как рассчитать их влияние. Та¬ 
кие медленные изменения статической модели обычно называют эффектами 
отсутствия теплового равновесия, поскольку они возникают всякий раз, ког¬ 
да е - (V ■ F )/р Ф 0, где £ — полная интенсивность генерации термоядер¬ 
ной энергии на единицу массы, F — полный поток энергии, ар — плотность 
[поскольку звезда эволюционирует (гл. 4), она никогда не может точно нахо¬ 
диться в состоянии теплового равновесия]. Хотя имеющиеся результаты (см. 
ниже) свидетельствуют о том, что эффекты отсутствия теплового равнове¬ 
сия обычно малы по сравнению с другими эффектами, но все же теория звезд¬ 
ных пульсаций была бы неполной, если бы такие эффекты нельзя было учесть 
хотя бы в принципе. 

По-видимому, первой работой на эту тему было исследование Томаса 
[571], описанное в [335, §13, р. 648]. Был использован подход, основанный на 
рассмотрении полной энергии звезды, определенной как сумма кинетической, 
тепловой и гравитационной энергий и названной Леду [335]. динамической 
энергией. 

Исходя из такого уравнения энергии, Като и Унно [295] исследовали проб¬ 
лему радиальных пульсаций звезды, не находящейся в тепловом равновесии. 
Затем Окамото [398] проанализировал некоторые из полученных результатов 
и применил их к звездам, находящимся в стадии гравитационного сжатия к 
главной последовательности. Он нашел, что эффекты отсутствия теплового 
равновесия иногда оказываются важными. 

Позже эту проблему исследовал Саймон [512, 513]. Саймон и Шастри [520] 
применили полученные результаты к некоторым модам высокого порядка, 
рассмотрев сильно проэволюционировавшие модели звезд. Аксель и Перкинз 
[23] также исходили из уравнения энергии. Унно [589, 590] подошел к пробле¬ 
ме с точки зрения общего вариационного принципа, а Дейви [154] рассмотрел 
ее для некоторого частного случая, без помощи уравнения энергии. 

Однако «энергетические» методы решения данной задачи подверглись 
критике со стороны Кокса, Хансена и Дейви [148] на том основании, что эти 
методы являются потенциальными источниками неопределенностей. Напри¬ 
мер, как было показано в гл. 4, для звезды возможно уравнение энергии по 
меньшей мере в двух формах: одна основана на полной энергии, определен¬ 
ной выше, в другой используется сумма только кинетической и гравитацион¬ 
ной энергий. В [148] указано, что первое из этих уравнений приводит к появле¬ 
нию величин собственно второго порядка малости (т.е. квадратов малых ве¬ 
личин), что, по-видимому, еще больше усложняет проблему. С другой сторо¬ 
ны, при использовании второго уравнения члены собственно второго поряд¬ 
ка не появляются, встречаются только произведения величин первого поряд¬ 
ка. Кроме того, в [148] были высказаны возражения и относительно примене¬ 
ния для решения данной задачи (практически во всех исследованиях) квазиа- 
диабатического приближения. 

Затем Кокс, Хансен и Дейви [148] вывели общее линеаризованное неадиа¬ 
батическое уравнение движения для радиальных пульсаций термически нерав- 
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новесной звезды. Уравнение имеет третий порядок по времени и при его вы¬ 
воде предполагалось, что «статическая», или невозмущенная, модель явно 
зависит от времени. Временная зависимость, принятая для пульсационных 
величин, описывалась следующим образом (на примере выражения для 
дг/г 0 ): 

6г/г 0 ш S(m,t) = 4(m,0 exp (j u(t')dt'), (19.22) 

где индекс 0 соответствует «статическому» значению величины, а т — лаг- 
ранжева массовая переменная. Амплитуда £(/и, t) и собственная частота ai(t) 
рассматривались как функции времени, потому что по предположению ста¬ 
тическая модель изменяется со временем (хотя и медленно). Авторы предпо¬ 
ложили также, что t s /t f{ ► 1, где t s — характерное время медленных эволю¬ 
ционных изменений статической модели, соответствующее по порядку вели¬ 
чины кельвиновскому или ядерному времени (гл. 2), а f ff — время свободного 
падания (гл. 2), которое обычно порядка периода пульсаций П. (Сделанное 
предположение будет кратко проанализировано ниже.) Используя затем ме¬ 
тод, описанный в [336] (см. также гл. 9) и [146, ch. 27], авторы получили с точ¬ 
ностью до 0(t {f /t s ) интегральные выражения для частоты со, записанной в 
виде 

со =/*-*,. (19.23) 

Здесь о — угловая частота колебаний, не подверженная (с указанной точнос¬ 
тью) влиянию эффектов отсутствия теплового равновесия, а х х — коэффици¬ 
ент устойчивости (гл. 9), причем индекс I означает, что этот коэффициент 
устойчивости связан с относительной амплитудой пульсаций 8г/г 0 . Инте¬ 
гральные выражения включают в себя довольно сложные интегралы по всей 
массе звезды от величин, характеризующих статическую модель, и от их про¬ 
изводных по времени, умноженных на коэффициенты, квадратичные относи¬ 
тельно собственных функций пульсирующей модели, причем эти собствен¬ 
ные функции (строго говоря, неизвестные) являются в принципе решениями 
линеаризованного неадиабатического уравнения движения (аналогичные ин¬ 
тегральные выражения были приведены в гл. 9). 

Один из простейших из всех возможных случаев — адиабатические пуль¬ 
сации ( ЬР/Р 0 = Г[ 0 8р/р 0 ) однородной модели (т.е. модели с одинаковой 
по всему объему плотностью), испытывающей медленное гомологическое 
сжатие, при котором l dr 0 /dt зависит только от времени, где г 0 — лагран- 
жева пространственная координата; пульсации также считаются гомологиче¬ 
скими, т.е. £ постоянно в пространстве и во времени. Для этого случая часть 
коэффициента , связанная с отсутствием теплового равновесия, составляет 
-(6Г 1>0 - 5)/т, (19.24) 

где т ~ 1 = -Rq x dR Q /dt, R 0 — «равновесный» радиус статической модели, а 
показатель адиабаты Г, 0 считается постоянным в пространстве и во време¬ 
ни. Таким образом, для данного простого случая эффекты отсутствия тепло- 
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вого равновесия являются дестабилизирующими, если рассматривается сжа¬ 
тие звезды. 

Дальнейшее обсуждение энергетических методов было проведено Дейви и 
Коксом [157], получившими явное выражение (точное до второго порядка ма¬ 
лости) для скорости изменения суммы кинетической и гравитационной энер¬ 
гий звезды при отсутствии теплового равновесия. Как было установлено ра¬ 
нее [148], это уравнение не содержит никаких величин собственно второго по¬ 
рядка малости, в нем встречаются лишь произведения величин первого по¬ 
рядка. Кроме того, квазиадиабатическое приближение здесь в явном виде не 
использовалось. 

Было показано, что для рассматриваемой суммы энергий коэффициент 
устойчивости, скажем х Е , основанный на упомянутом выражении, точно со¬ 
гласуется с результатами, полученными ранее в [295, 513, 520] с помощью 
энергетического подхода (в тех случаях, когда такое сравнение было возмож¬ 
ным), но не согласуется ни с результатами использования метода малых воз¬ 
мущений Кокса, Хансена и Дейви [148], ни с результатами Унно [590]. 

Поэтому Дейви и Кокс [157] предложили «модифицированный» энергети¬ 
ческий метод, основанный на средней скорости изменения одной лишь кине¬ 
тической энергии, и показали, что такой подход приводит к точному согла¬ 
сию с результатами [148], полученными методом малых возмущений, по 
крайней мере для квазиадиабатических пульсаций. Однако, как отметил Де- 
маре [166], представленное в [157] доказательство эквивалентности результа¬ 
тов, полученных энергетическим методом и методом малых возмущений, 
было основано на недостаточно общей зависимости от времени, принятой 
для пульсационных величин. Демаре [166] пришел к правильному выводу, что 
для термически неравновесной звезды существуют, по крайней мере в при¬ 
нципе, два коэффициента устойчивости: один для амплитуды, а другой для 
полной энергии пульсаций. Кроме того, он показал, что оба эти коэффициен¬ 
та связаны между собой простым соотношением (см. ниже). 

Дейви и Кокс [157] отметили также, что коэффициенты устойчивости для 
относительных вариаций 5 г/г 0 и для абсолютных вариаций &г (обозначенные 
соответственно х 1 их и ) оказались различными. Например, в сжимающейся 
звезде относительная вариация, по-видимому, возрастает быстрее, чем абсо¬ 
лютная. Авторы привели доводы в пользу того, что коэффициент х и являет¬ 
ся более важным и имеет более глубокий физический смысл, чем х 1 . 

Для квазиадиабатических гомологических колебаний однородной модели, 
испытывающей гомологическое сжатие при постоянном значении Tj 0 , вклад 
в коэффициент х п , обусловленный отсутствием теплового равновесия, со¬ 
ставляет 

-(6Г, о - 9)/4т, (19.25) 

где т определено сразу после формулы (19.24). 

Дальнейшее обсуждение метода малых возмущений провели Кокс, Дейви 
и Айземан [144]. В частности, было показано, что в выражении для коэффи¬ 
циента устойчивости термически неравновесных звезд можно с точностью до 
0(t ff /t s ) пренебречь интегралами, включающими в себя изменения амплиту- 
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ды пульсаций [£ в формуле (19.22)] со временем. Было также отмечено, что 
предположение t ff /t s <t 1 (см. выше), которое обычно делают при изучении 
термически неравновесных звезд, эквивалентно предположению квазиадиаба- 
тических колебаний. Кроме того, было показано, что эти предположения 
практически всегда оправдываются для всех звезд, за исключением красных 
сверхгигантов малой массы. 

Упомянутая выше связь между х Е и х п , как отметил Саймон [518], уже со¬ 
держалась в работе [144]. Соотношение между двумя этими коэффициентами 
устойчивости таково: 

х Е = х и - (2УЕ 2 )“ l d(JZ 2 )/dt, 

где JL 2 определено в [148] [см. также уравнение (9.44)]. Как отмечено в [518], 
это выражение можно записать с точностью до 0(t ff /t s ) в виде 

х Е = *„ - (1 /a)da/dt. (19.26) 

Саймон [518] показал, что коэффициент устойчивости для скорости пульса¬ 
ций идентичен х Е . Таким образом, упоминавшиеся энергетические методы 
дают информацию о скорости пульсаций (а не об амплитуде смещения), а это 
дает то преимущество, что скорость измеряется более или менее непосредст¬ 
венно. 

Саймон отметил также, что в некоторых случаях коэффициент устойчиво¬ 
сти для скорости пульсаций указывал на неустойчивость, тогда как коэффи¬ 
циент для амплитуды смещения свидетельствовал об устойчивости; или же 
имело место обратное. Саймон обсудил проблему устойчивости в целом и 
дал более общее определение пульсационной устойчивости термически нерав¬ 
новесных звезд. 

Дифференциальное уравнение в частных производных, описывающее ма¬ 
лые колебания звезды при отсутствии теплового равновесия, было непо¬ 
средственно решено Айзенманом и Коксом [5] для нескольких простых случа¬ 
ев асимптотическими методами, разработанными советскими математики 
(см. [48, 213, 314, 376]). Во всех изученных случаях было достигнуто точное 
согласие с результатами, полученными ранее с помощью интегральных вы¬ 
ражений. Решения, основанные на этих асимптотических методах были неза¬ 
висимо полученны Демаре [164, 165]. 

Дейви [156] также рассмотрел проблему квазиадиабатических радиальных 
колебаний термически неравновесных звезд исходя из дифференциального 
уравнения для амплитуды пульсаций. Он показал, что при < 1 функ¬ 
ции, входящие в интегральные выражения, выведенные ранее в [144, 148], яв¬ 
ляются решениями линейного адиабатического волнового уравнения (гл. 8) 
без учета эффектов отсутствия теплового равновесия. В работах [144, 148] 
данный вывод фактически уже считался справедливым и был использован 
для получения некоторых численных результатов. Кроме того, с помощью 
разложений в степенной ряд (как в [465, гл. 3]) Дейви [156] удалось непо¬ 
средственно решить это дифференциальное уравнение для нескольких случа¬ 
ев, изученных Айземаном и Коксом [5] посредством более мощных, но и на¬ 
много более сложных асимптотических методов.' Во всех случаях, даже в 
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том, где имело место «медленное» негомологическое движение (когда вели¬ 
чина Гд l dr Q /dt являлась функцией массовой переменной т , а также времени), 
было получено полное согласие результатов. 

Шастри и Саймон [487] изучили влияние отсутствия теплового равновесия 
на некоторые радиальные моды модели звезды в состоянии, непосредственно 
предшествующем вспышке новой. Они использовали подход, основанный на 
рассмотрении динамической энергии, определенной выше. Кокс [134] иссле¬ 
довал влияние отсутствия теплового равновесия на пульсации термически не¬ 
устойчивой звездной модели [232] со слоевым гелиевым источником методом 
малых возмущений, основанным на интегральных выражениях. В обоих слу¬ 
чаях модели были далеки от теплового равновесия, а медленное движение 
было в значительной степени негомологическим. Эффекты отсутствия тепло¬ 
вого равновесия оказались заметными, но меньшими, по крайней мере в ра¬ 
боте [134], чем другие эффекты. В [487] учет этих эффектов привел к тому, что 
некоторые из мод, неустойчивых относительно малых возмущений, стали 
устойчивыми. 

В работе Айземана и Кокса [6] представлено общее физическое рассмотре¬ 
ние проблемы пульсаций термически неравновесных звезд. Эффекты отсутст¬ 
вия теплового равновесия были условно разделены на две части: «динамиче¬ 
скую» и «неадиабатическую». Динамическая часть не содержит никаких неа¬ 
диабатических членов, т.е. такие эффекты имели бы место даже при идеально 
адиабатических колебаниях. Соответствующий коэффициент устойчивости 
определяется следующим выражением: 

Л-,, dyn = (1/2о>)</о>/Л = (1/2 a)da/dt, (19.27) 

где ш определено соотношением (19.23), а а — мгновенная угловая частота 
колебаний. Последнее равенство в (19.27) выполняется с точностью до 
0(t ff /t s ). Рассмотренный вклад обусловлен только изменением масштаба в 
инерциальном члене уравнения импульса (для одномерного гармонического 
осциллятора это эквивалентно изменени с коэффициента упругой силы, см. 
[6]. — Перев.). Он был впервые выделен Унно [590]. Динамический член со¬ 
держит в себе всю разность между коэффициентами устойчивости для отно¬ 
сительных и абсолютных вариаций (см. выше). 

Неадиабатическая часть обусловлена только неадиабатическими эффекта¬ 
ми (т.е. приращениями и потерями тепла) и не зависит ни от каких эффектов, 
связанных с медленным изменением размеров статической модели. Этот 
член одинаков для относительных и абсолютных вариаций. Как показано в 
[6], данный вклад в коэффициент устойчивости является, как правило, деста¬ 
билизирующим в случае сжатия, и этот эффект легко объяснить физически 
посредством рассмотрения малых фазовых сдвигов между локальными вари¬ 
ациями давления ЬР и плотности 6р (гл. 9). Так, если некоторая область сжи¬ 
мается, то она обычно теряет тепло, и величина (е - dL r /dm) 0 будет отрица¬ 
тельной. Эта локальная потеря тепла, вызванная отсутствием теплового рав¬ 
новесия в статической модели, для пульсирующей звезды эквивалентна неко¬ 
торому источнику тепла и приводит к небольшому запаздыванию 5Р относи¬ 
тельно 5р, т.е. стремится усилить пульсации (гл. 9). 
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Условное разделение эффектов отсутствия теплового равновесия на две 
части было независимо выполнено Демаре [164, 165], назвавшим эти состав¬ 
ляющие изоэнтропийной и неизоэнтропийной соответственно. 

Айземан и Кокс [6] показали также, что с точностью до 0(t {{ /t s ) к неради¬ 
альным колебаниям термически неравновесной звезды применимы те же са¬ 
мые соотношения, что и к ее радиальным колебаниям. 

В важнойГработе Бачлера [57] пр іблема колебаний термически неравновес¬ 
ной звезды была рассмотрена с помощью метода двухмасштабных разложе¬ 
ний, описанного в [107] (см. также эазд. 13.4). Как отмечено в [57], преиму¬ 
ществом данного метода является, в частности, то, что здесь нет необходи¬ 
мости ограничиваться линейной теорией, как это имело место во всех преды¬ 
дущих исследованиях. 

Бачлер также пришел к выводу, что в согласии с [166, 518] [см. также об¬ 
суждение в связи с уравнением (19.26)] для термически неравновесной звезды 
существуют два различных коэффициента неустойчивости, которые иногда 
дают явно противоречивые результаты. Как уже говорилось, один из коэф¬ 
фициентов устойчивости основан на рассмотрении амплитуды пульсаций, а 
другой — на рассмотрении энергии пульсаций (или соответствующей скоро¬ 
сти). 

Бачлер [57] исследовал такую противоречивую природу обоих коэффици¬ 
ентов устойчивости и пришел к выводу, что подобная ситуация возникает из- 
за неправильной постановки задачи о вибрационной устойчивости термиче¬ 
ски неравновесных звезд. Это объясняется в основном трудностью опреде¬ 
ления средних по времени для тех величин, которые не являются строго пери¬ 
одическими. При выводе коэффициента устойчивости Бачлер предложил ос¬ 
новываться на действии (на единицу массы), скажем, / = і; 2 оі, где ц — ам¬ 
плитуда для 6г. В качестве частичного обоснования своего предложения он 
показал, что I является адиабатическим инвариантом в том смысле, что при 
медленном изменении параметров звезды dl/dt = 0. Такая инвариантность/ 
находится в полном согласии с вышеприведенным анализом динамического 
(или изоэнтропийного) вклада в коэффициент устойчивости. Это легко по¬ 
нять, поскольку если I не изменяется, то q ос ш -1/2 , а именно такая зависи¬ 
мость получается и при рассмотрении одного лишь динамического или изо¬ 
энтропийного вклада в коэффициент устойчивости [см. уравнение (19.27)]. 

Как отметил Бачлер [57], его предложение равносильно рассмотрению 
только неадиабатической или неизоэнтропийной части коэффициента устой¬ 
чивости. Действительно, легко показать, что коэффициент устойчивости, ос¬ 
нованный на действии /, идентичен х п па — неадиабатической части коэффи¬ 
циента устойчивости для амплитуды изменений радиуса. Исходя из этого, 
мы можем привести здесь результат, полученный Айземаном и Коксом [6, 
Eq. (65)] для нерадиальных колебаний (радиальные колебания можно рас¬ 
смотреть просто как частный случай, заменяя во всех уравнениях величину 
(1/р)Ѵ ■ F на dL r /dm, где т — лагранжева массовая координата). Имеем 

*п,па = 2 (^ГЧ-С, + D + Gj г + G 3 г ), 


(19.28) 
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где С г — вещественная часть интеграла С [см. -уравнение (16.21)], 
J — осцилляторный момент инерции [см. уравнение (16.19)], а £>, G, и 
G 3 — довольно сложные интегралы, связанные с отсутствием теплового рав¬ 
новесия и определенные в [6]. При постоянных значениях показателей адиаба¬ 
ты Г, интегралы G 1 и G 3 обращаются в нуль; интеграл D становится равным 
нулю для звезды в тепловом равновесии. Можно показать, что для рассмот¬ 
ренного выше простого случая квазиадиабатических гомологических колеба¬ 
ний однородной модели, испытывающей медленное гомологическое сжатие 
при постоянных Г ( , коэффициент х и па имеет следующий вид: 

*н.па= -3(Г, о - 1)/2т, (19.29) 

где т определено сразу после уравнения (19.24). 

Бачлер также отметил, как уже высказывалось ранее Саймоном [516], что 
звездные пульсации с достаточно большой амплитудой могут оказывать об¬ 
ратное влияние на статическое строение звезды и тем самым на ее эволюцию. 

Наконец, Вемури [609] провел численное сравнение результатов несколь¬ 
ких предыдущих работ о вибрационной устойчивости термически неравновес¬ 
ных звезд. В.целом существует прекрасное согласие между результатами, по¬ 
лученными различными методами, если в них принимались сходные предпо¬ 
ложения. Так, интересно отметить, что использованный в [487] энергетиче¬ 
ский метод, который основан на рассмотрении динамической энергии звезды 
и в котором, появляются квадраты малых величин, привел к результатам, в 
значительной степени согласующимся с результатами применения другого 
энергетического метода [157, 166], в котором встречаются лишь парные про¬ 
изведения различных величин первого порядка малости. Вемури [609] под¬ 
твердил результаты Демаре [166] и Саймона [518] о том, что для термически 
неравновесных звезд имеются по меньшей мере два коэффициента устойчиво¬ 
сти (см. выше) и что между этими коэффициентами существует простая 
связь [см. уравнение (19.26)]. 

19.5. Эффекты общей теории относительности 

В большинстве задач теории звездных пульсаций эффектами общей теории 
относительности, к счастью, почти всегда можно пренебречь. Однако в неко¬ 
торых случаях, таких, как пульсации нейтронных звезд или белых карликов 
(или для таких экстремальных моделей, как в [579]), эти эффекты действи¬ 
тельно необходимо учитывать. Поскольку всюду в настоящей книге мы дей¬ 
ствовали в рамках ньютоновской теории тяготения, наши замечания об эф¬ 
фектах общей теории относительности будут весьма краткими. 

Релятивистская теория внутреннего строения звезд была подробно рас¬ 
смотрена в работах [375, 573, 577 — 579, 618, 635]. 

Чисто радиальные колебания не могут привести к генерации гравитацион¬ 
ного излучения, учет которого сильно усложняет проблему. Поэтому реляти¬ 
вистская теория таких колебаний в линейном адиабатическом приближении 
уже довольно тщательно разработана. (Термин «адиабатический» мы ис¬ 
пользуем в классическом термодинамическом смысле, подразумевая отсутст- 
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вие теплообмена с окружающей средой, гл. 4.) Как впервые показал Чандра¬ 
секар [74—76], важное вариационное свойство, а также большинство других 
математических свойств таких колебаний для нерелятивистского случая (см. 
гл. 8) имеют близкие аналоги и в релятивистской теории (см., например, [41, 
573]). 

Очень интересный результат ряда вышеупомянутых исследований касает¬ 
ся динамической устойчивости сферической звезды в общей теории относи¬ 
тельности. Такая звезда может оказаться динамически неустойчивой под дей¬ 
ствием даже настолько слабых релятивистских эффектов, что они никак не 
влияют на ее строение в статическом состоянии. Если считать Г, релятивист¬ 
ским обобщением соответствующего показателя адиабаты (см., например, 
[573, р. 282]), то критерий динамической устойчивости в общей теории отно¬ 
сительности имеет, согласно [76], следующий вид: 

Г, - Уз > 2KGM /(c 2 R ) = 4,24 ■ 10~ 6 K(M/M @ )(R Q /R), (19.30) 

где К — безразмерное число, значение которого зависит от концентрации 
звездного вещества к центру и обычно составляет приблизительно от 0,5 до 
1,5 (см. также [46, 47]). Бисноватый-Коган и Блинников [45] также обсудили 
проблему динамической устойчивости с учетом релятивистских эффектов и 
привели многочисленные библиографические сылки. См. также работы [81, 
262, 275]. 

Излучение гравитацинных волн связывают с нерадиальными колебаниями 
при / > 2 [/ — степень сферической гармоники Tj"(0, </>)]. Линейные адиаба¬ 
тические нерадиальные колебания в релятивистском приближении были рас¬ 
смотрены в серии статей Торна с сотрудниками [62, 283, 393, 447, 574 — 576]; 
см. также [162, 496, 622]. Излучение гравитационных волн в моделях белых 
карликов было рассчитано Осаки и Хансеном [410]. Дэвис [160] рассмотрел 
влияние эффектов специальной теории относительности на лучистый перенос 
в звездах. 

В работе [171] был найден вариационный принцип для линейных адиабати¬ 
ческих нерадиальных колебаний жидких шаров в общей теории относитель¬ 
ности.В [169, 170] этот вариационный принцип был применен к релятивист¬ 
ским моделям звезд для получения некоторой информации о свойствах их не¬ 
радиальных колебаний. 

19.6. Вековая устойчивость 

Проблема вековой устойчивости звезды связана с вопросом о том, будет ли 
звезда устойчивой относительно малых возмущений, налагаемых настолько 
медленно, что звезда в течение всего этого процесса остается в состоянии 
гидростатического равновесия (гл. 2). Таким образом, проблема вековой 
устойчивости связана с вопросом о том, будет ли звезда устойчива относи¬ 
тельно малых отклонений от теплового равновесия. Следрвательно, вековую 
устойчивость можно считать частным случаем пульсационной устойчивости. 
Уравнения, описывающие вековую устойчивость, можно вывести из уравне¬ 
ний для пульсационной устойчивости, если просто отбросить в них все дина- 
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мические члены (т.е. все члены, связанные с ускорениями). Соответствующее 
характерное время в проблеме вековой устойчивости является поэтому до¬ 
вольно большим, и можно ожидать, что существенные изменения в физичес¬ 
кой системе будут происходить с характерным временем порядка кельвинов- 
ского времени (гл. 2). 

Вопросам вековой устойчивости посвящены многочисленные теоретиче¬ 
ские исследования, выполненные преимущественно в конце 60-х — начале 
70-х годов. Недавно вышел в свет прекрасный обзор Хансена [252] на эту тему, 
в котором приведена обширная библиография, поэтому наше рассмотрение 
подобных вопросов будет очень кратким. 

Практически во всех исследованиях предполагалось, что возмущения сфе¬ 
рически симметричны, и если не оговорено особо, то мы тоже будем исхо¬ 
дить из этого предположения. Лишь в нескольких работах рассматривались 
нерадиальные возмущения, см., например, [304, 463]. См. также очень четкое 
обсуждение проблемы в [305]*. 

Вероятно, наиболее простой математически и наиболее полезный для по¬ 
нимания подход состоит в использовании интегральных выражений, анало¬ 
гичных рассмотренным в разд. 9.3. Если предположить, что все возмущен¬ 
ные величины зависят от времени по закону ехр [іи/], то соответствующим 
уравнением для собственных значений будет кубическое уравнение (9.43) и 
все входящие в него величины определены в разд. 9.3. Обозначая и, вековой 
(«малый») корень и принимая, что I и, 1 2 < IЕ 2 1, приближенно получаем 

и, * /С/(Е 2 /). (19.31) 

Этот результат показывает, что движение будет апериодическим, если С чи¬ 
сто вещественно, причем если С > 0, то звезда будет устойчивой относи¬ 
тельно вековых возмущений, поскольку, согласно разд. 8.11, для динамиче¬ 
ски устойчивой звезды (Г, > Уз, и мы рассматриваем только такой случай) 
всегда T. 2 J > 0. (Используемый здесь символ С не следует смешивать с С из 
разд. 19.1.) 

Как показал Хансен [252] (см. также [146, Ch. 27]), I 1 /аз, I - t K , где t K — 
кельвиновское время (гл. 2). 

Кроме того, если движение является гомологическим (когда величина Ьг/г 
по всей звезде одинакова), то из соотношения (19.31) легко получить обыч¬ 
ный критерий Джинса [287]. Предполагая, что 5Р/Р, Ьх/х и 5е/е можно вы¬ 
разить через Ьр/р нЬТ/Тс помощью простых соотношений типа (13.2), (13.3) 
[а также соотношения длябе/е, приведенного непосредственно перед (13.23)], 
легко представить интеграл С как функцию от п, s, X, і>, \ р и * г (все символы 
имеют обычный смысл), причем условием вековой устойчивости является не¬ 
равенство С > 0. Тогда обобщенный критерий Джинса можно записать как 

ЗХ + я(4 - 3 Хр )/х г > -4 - Зл + (5 + 4)(4 - 3 Хр Ѵх т > 09.32) 


* В этот же круг вопросов попадает и проблема медленного перемешивания ве¬ 
щества в недрах звезд. Для Солнца эта проблема была исследована в [463], и оказа¬ 
лось, что оно устойчиво относительно такого перемешивания. 
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причем в случае идеального газа (когда \ р = Хт = 1) получаем обычный кри¬ 
терий Джинса ЗХ + ѵ > s - Зя. Например, при типичных значениях X = 1, 
s = 3 и п = 1 критерий Джинса требует, чтобы ѵ > — 3, а это очень слабое 
условие. 

Физический смысл обобщенного критерия Джинса состоит в следующем. 
Рассмотрим звезду, первоначально находившуюся в состоянии теплового 
равновесия, L = j edm. Предположим, что она испытала гомологическое 

сжатие на малую относительную величину (- £) (= const). Тогда относитель¬ 
ное усиление термоядерного энерговыделения де/е определится левой частью 
неравенства (19.32), умноженной на (—£)• Умножение на (— £) правой части 
соответствует относительному увеличению светимости звезды 5L/L. Если 
условие Джинса (19.32) выполняется, то де/е > д L/L, т.е. звезда накаплива¬ 
ет тепло. Следовательно, полная энергия звезды Е (сумма тепловой и грави¬ 
тационной) должна возрастать. Поскольку по теореме вириала (гл. 2) 
Е = const х (гравитационная энергия) < 0, возрастание £ означает увеличе¬ 
ние радиуса звезды R, что противоположно направлению первоначального 
возмущения, так как мы рассматривали сжатие звезды (т.е. уменьшение R). 

Описанную последовательность событий можно интерпретировать и че¬ 
рез внутреннюю температуру звезды. Поскольку при гомологических измене¬ 
ниях температура изменяется, как правило, обратно пропорционально неко¬ 
торой степени R (первой степени, если используется уравнение состояния иде¬ 
ального газа), то увеличение R означает уменьшение внутренней температу¬ 
ры. Следовательно, в рассматриваемом случае, когда звезда устойчива отно¬ 
сительно вековых возмущений, можно сказать, что приращение тепла, со¬ 
провождающее первоначальное сжатие, заставляет звезду расширяться и 
охлаждаться, т.е. стремится вернуть ее в исходное состояние. 

Реальная ситуация оказывается значительно более сложной, и в поведении 
звезды во времени часто присутствует компонент, связанный с колебаниями, 
что более полно описано в обзоре [252]. Кроме того, для звезд, находящихся 
на таких эволюционных стадиях, когда их внутреннее строение уже само из¬ 
меняется примерно с кельвиновским характерным временем, точная интер¬ 
претация и смысл вековой устойчивости неясны. 

19.7. Общее значение теории звездных пульсаций 

Пожалуй, основное значение теории звездных пульсаций заключается в том, 
что она дает нам, по крайней мере в принципе, дополнительную возможность 
«зондирования» звездных недр. Очевидно, что характер колебаний звезды за¬ 
висит от ее внутреннего строения, а также, вероятно, от других факторов, та¬ 
ких, как вращение, магнитное поле и т.д. Поэтому из наблюдений звездных 
пульсаций можно надеяться больше узнать о внутреннем строении звезд (а 
может быть, получить и другие сведения) в дополнение к данным, вытекаю¬ 
щим из рассмотрения только статических характеристик звезд. 

Хорошим примером подобного применения теории пульсаций является 
предложение Кристенсен-Далсгаарда и Гафа [89] использовать наблюдения 
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малых колебаний Солнца (см. ссылки в [89], а также [268, 270]) для изучения 
солнечных недр подобно тому, как информация о сейсмических колебаниях 
используется для исследования земных недр. 

Фактически теория радиальных пульсаций уже много лет применяется в 
приложении к цефеидам и родственным типам переменных звезд (гл. 3). На¬ 
пример, как отмечено в гл. 8, для основной моды радиальных колебаний звез¬ 
ды с Г[ = Уз пульсационная постоянная Q в соотношении период — средняя 
плотность должна подчиняться условию Q ^ 0, 116 rf , где верхний предел от¬ 
носится к однородной модели (р = const по всему объему). Для довольно ре¬ 
алистичных моделей с заметной концентрацией вещества к центру характер¬ 
ным значением является Q = 0, 04 d , а более точное значение зависит от дета¬ 
лей строения звезды. Экспериментальные данные согласуются с предсказы¬ 
ваемыми значениями, и это дает некоторую уверенность в том, что нам из¬ 
вестны правильные значения по крайней мере нескольких основных парамет¬ 
ров цефеид. [Интересно однако заметить, что еще в 1932 г., за 20 лет до того, 
как Бааде [26] провел ревизию нуль-пункта зависимости период — свети¬ 
мость для цефеид (история вопроса хорошо изложена в [210], см. также [28]), 
Эддингтон [198] отмечал, что в данных о цефеидах содержится какая-то 
ошибка. Имевшиеся в то время данные наблюдений указывали на значения Q, 
близкие к верхнему пределу. Исходя из этого, Эддингтон сделал вывод, что 
цефеиды должны быть более однородными по плотности, чем другие звез¬ 
ды. Новый нуль-пункт привел к увеличению светимости цефеид приблизи¬ 
тельно в 4 раза, т.е. при заданных показателях цвета или эффективной темпе¬ 
ратуре радиусы увеличивались вдвое по сравнению с предыдущими оценка¬ 
ми. Большие радиусы означают меньшие средние плотности, а значит, более 
низкие Q, что согласуется с теоретическими предсказаниями.] 

В настоящее время одной из трудностей представляется «проблема масс 
цефеид», и она особенно серьезна для цефеид с биениями (или двупериодиче¬ 
ских цефеид). Эта проблема обсуждена в двух обзорных статьях [116, 138], 
см. также [124, 139], где приведена обширная библиография. Вкратце приме¬ 
нение теории радиальных пульсаций к цефеидам дает массы, которые, воз¬ 
можно, на 20 — 40% меньше значений, предсказываемых эволюционными 
расчетами. У цефеид с биениями «пульсационные» массы в 2 — 3 раза мень¬ 
ше «эволюционных». Причина расхождения этих оценок в настоящее время 
не известна, но если она будет понята, то это, вероятно, может дать новые 
сведения о пульсациях звезд и о других звездных параметрах (см., например, 
[114, 115, 124]). В любом случае эта трудность демонстрирует нам, что тео¬ 
рия пульсаций может, по-видимому, служить источником новой информации 
о звездах. 

Что касается нерадиальных колебаний, то недавние наблюдения и теоре¬ 
тические исследования показывают, что такие колебания могут быть весьма 
распространенным явлением во многих типах звезд. Например, наблюдения 
Мак-Гро [363] (см. также [392,456 — 458]) наводят на мысль о существовании 
нового класса переменных — звезд «типа ZZ Кита». Полагают, что эти звез¬ 
ды — обычные белые карлики с эффективными температурами около ІО 4 К. 
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Как предположил Мак-Гро [363], изменения блеска могут быть следствием 
гравитационных колебаний (g -мод) высокого порядка. 

Еше одним примером служат более или менее периодические изменения 
профилей линий в спектрах звезд спектрального класса В, наблюдавшиеся 
Смитом [531] и Смитом и Мак-Коллом [537] (см. также [59, 533, 536]). Смит 
пришел к выводу, что эти изменения можно объяснить только нерадиальны¬ 
ми колебаниями, и в большинстве случаев удается даже провести предвари¬ 
тельное отождествление мод колебаний. Смит назвал эти звезды «звездами 
класса В с переменными профилями линий» или « звездами типа 53 Персея», 
и они также могут представлять собой новый класс переменных звезд. 

Конечно, для интерпретации наблюдений звездной переменности с по¬ 
мощью нерадиальных колебаний необходимо иметь некоторое представле¬ 
ние о самой теории. 

Смит [531] высказал также предположение, что звезды типа /3 Цефея (гл. 
3) и звезды класса В с переменными профилями линий могут быть родствен¬ 
ными друг другу (п. 3.2в). До сих пор ни причина (или причины), ни природа 
переменности звезд типа /3 Цефея не известны (обзор проблемы дан в [137, 
294]; более свежие результаты представлены в [152, 474, 533, 549]). 

Как предположили Люси [354], Осаки [409] и Дзембовски [190], неради¬ 
альные колебания очень высокого порядка могут быть довольно распростра¬ 
ненным явлением в горячих звездах очень высокой светимости, поскольку мо¬ 
дели подобных звезд часто оказываются неустойчивыми относительно таких 
возмущений. В наблюдениях нерадиальные колебания высокого порядка мо¬ 
гут обнаруживаться как макро- или микротурбулентность — природа этих 
явлений долгое время оставалась неизвестной. Кроме того, такие колебания 
могут играть некоторую роль в нагреве звездных хромосфер и корон. 

Наконец, можно ожидать, что теория нерадиальных колебаний будет 
иметь фундаментальное значение для интерпретации колебаний объектов, 
которые в принципе не являются сферически симметричными. Примерами 
могут служить объекты, в которых имеется четко выделенное направление, 
например вращающаяся звезда или диск. Другой пример — звезда, прони¬ 
занная крупномасштабным магнитным полем. Вероятно, колебания карлико¬ 
вых новых после вспышек [455] можно отнести к быстро вращающемуся ак¬ 
креционному диску [423]. (Однако см. [551].) Было показано, что вертикаль¬ 
ные неосесимметричные колебания аккреционных дисков вокруг белых кар¬ 
ликов действительно имеют периоды в наблюдаемом диапазоне [606]. 
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ция 8.8 

- РЬг 17.5а 

к -я собственная функция оператора ^ 15.2 

Пространственная часть величины 6г(г, Г) 15.2 

= d In m/d In г 17.56 

Коэффициент в разложении величины и 17.6а 

Скорость жидкости 4.1 

s иЯ 1/г і = РбгР иГ ' 17.9 

Адиабатическая (лапласова) скорость звука 5.5 

Скорость в меридиональной плоскости 19.1 в 
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„ 

Групповая скорость 

17.12 

o g [ 

Фазовая скорость 

17.12 

1? 

Объем звезды 

2.3 

У 

Радиальная скорость движения звездной по¬ 



верхности, V = к 

3.4 

V(t) 

Наблюдаемая лучевая скорость поверхности 



звезды 

3.3 

V 

Удельный объем, ш 1/р 

4.2а 

v_ 

т -dlnP/dlnr 

8.12а 

У 

Линейный векторный оператор 

15.3 

w 

= урр-^У = р-р~ 1/Г 1 

17.9 

X 

Декартова координата 

4.1 

X 

Вектор положения точки 

4.5 

X 

- 

7.3 

JCj J 3 

Компоненты вектора Г в декартовой системе 



координат 

4.1 

X- 

Доля по массе атомов /-го вида 

5.2 

X 

Доля водорода по массе 

18.2а 

x i 

Матрица-столбец, используемая в связи с раз¬ 
биением модели звезды на дискретные 



массовые зоны, * М ( ) 1/2 5г ( . 

8.126 

У 

Декартова координата 

4.1 

У 

* Р'/р 

17.5а 

у, 

= Ьг/г ■ 

17.56 

Уг 

= (gr)~ X (P'/p + ѵП 

17.56 

У з 

= 

17.56 

У А 

= (1 /g)df/dr 

17.56 

Y 

Доля гелия по массе 

10.3 

у'"(ѳ, ф) 

Сферическая гармоника 

17.3 

у. 

Коэффициент в разложении у 

17.6а 

Z 

Декартова координата 

4.1 

Z 

Доля по массе элементов тяжелее гелия 

Греческие буквы 

10.3 

а 

= V ■ 5г 

17.3 

а 

■ (й In е/д In Х) р Т 

18.2а 

а(г) 

— (1 /w)dv/dr 

17.10 

/3 

Отношение газового давления к полному. 



— Р/(Я + Р г ) 

8.3 

т 

■ (l/v)dw/dr 

17.10 

У 

Отношение удельных теплоемкостей, = с р /с у 

4.2в 

Г 1 2 3 

Показатели адиабаты 

4.2в 

5 ' ’ 

Лагранжева вариация, например Sr 

5.3 

5 

а 1 С/ JX? 1 

9.3 

6 к , 

Символ Кронекера 

8.8 

Ы 

«Тангенциальная составляющая» вектора бг 

17.3 

ы ь 

Трансверсальные составляющие вектора бг 

17.3 

5Ф’ 

«Эффективная потенциальная энергия» звезды 



в невозмущенном состоянии 

8.11 

6* 

Полная пульсационная (сумма кинетической и 



потенциальной) энергия звезды, ■ б./' = 6Ф 

9.1 
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Г 

Г 

І 

І 

ч 

ѳ 


\ 

л 

\р 

л 

Л' 


Произвольное малое изменение, например Д и 
Масса вне поверхности радиуса г, ш М — т(г) 
Малое отвлеченное число 

Суммарная скорость генерации тепла на едини¬ 
цу массы от всех источников энергии (обыч¬ 
но источниками энергии служат термоядер¬ 
ные реакции) 

Относительная лагранжева вариация величины 
Г, * 6г/г 0 
= <5г 

Величина, определяемая выражением (17.936) и 
связанная с трансверсальной составляющей 
вектора 5г 

Параметр неадиабатичности в модели Стел- 
лингверфа 

Инкремент нарастания амплитуды пульсаций 
Полярный угол в сферической системе коорди- 

■ £ 0 / (°Х Дт о) 

Непрозрачность 

Коэффициент устойчивости, Ы = 1/т, 
Коэффициент устойчивости для относительной 
вариации Ьг/ г 

Коэффициент устойчивости для абсолютной 
вариации Ьг 

Коэффициент устойчивости для полной пульса- 
ционной энергии 

Показатель степени при р в выражении для 
скорости генерации термоядерной энергии 
Длина волны возмущения, = 2т/к 
Локальная высота однородной атмосферы, 

= -dr/d In Р 

= 4(Г 3 - 1) + і(Г 3 - 1) - л - Уз 
= 4(Г 3 - 1) + і(Г 3 - 1) - л - 4/т 
Средняя молекулярная масса 
Показатель степени при Т в выражении для 
скорости генерации термоядерной энергии 
Показатель политропы 
Эффективный показатель политропы 
Пространственная часть величины Дг, I) 

Период пульсаций (индексы 0, 1, 2, . . . обычно 
обозначают соответственно основную мо¬ 
ду, первый обертон, второй обертон и т.д.) 
Плотность 
Плотность в центре 


8.10 

10.1 

13.4 


15.2 


17.11 

13.3 

18.3 

6.1 

11.3 
7.5 
9.1 

19.4 
19.4 
19.4 


Средняя плотность шара радиуса г, 

з m(r)/{Y . і ігг 3 ) 8.9 

Угловая частота пульсаций 2.1 

Поправка к частоте оі вследствие эффектов вра¬ 
щения (индекс «гоі» иногда отбрасывается) 19.1в 
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E 2 

Вещественное число, определенное соотноше¬ 



нием (8.41) 

8.10 

E 2 

Вещественное число, определенное соотноше¬ 



нием (15.16) 

19.2 

№ 

Функция потемнения к краю 

3.4 

Ф 

Азимутальный угол в сферической системе ко¬ 



ординат 

6.1 

Ф 

Фаза величины ( 8L/L) 2 относительно (5Z./L), 

11.3 

Ф 

Фазовый угол 

13.4 

Ф 

Полная гравитационная потенциальная энергия 

4.6 

X 

^ Р'/р + г 

17.3 

x T 

Ш (Э In Р/д In Г) 

4.2в 

X, 

= (д In Р/д In p) T 

17.2 

X. 

m (d In P /д In p)j 

4.2в 

Н.Г, t) 

Гравитационный потенциал 

4.5 

¥ 

«Полная» энергия, = .Т + U + Ф 

4.6 

V 

Полная энергия пульсаций = -9~ + <5Ф 

8.11 


Коэффициент в разложении величины ф' . 

17.6а 

01 

Угловая частота пульсаций 

8.126 

0) 

Расстояние от оси вращения (в цилиндрических 



координатах) 

19.1а 

Cl), 2 3 

Решения уравнения іоі(оі 2 — Е 2 ) = C/J 

9.3 

n' ' 

Гравитационная потенциальная энергия звезды 

2.3 

fi 

Безразмерная угловая частота, * о 2 Л 3 /СМ 

8.6 

0 

Угловая скорость вращения 

19.1а 

• (точка) 

Прочие символы и обозначения 

Производная по времени (субстанциональная). 



например г 

2.1, 4.2а 

“ (черта) 

Среднее значение, например р 

2.1 

© 

Значение для Солнца, например р @ 

2.1 

<• . .> (угловые 

Среднее значение, например (р) 

3.1 

скобки) 

V (набла) 

Оператор градиента 

4.1 

: (двоеточие) 

Двойное скалярное произведение в тензорной 



алгебре, например Р: (Ѵѵ) 

4.2в 

V 2 (набла-квадрат) 

Оператор Лапласа, V 2 = V ■ V 

4.5 

1. . .1 

Абсолютная величина вектора, например ІѵІ 

5.2 

1. . .1 

Модуль 

7.1 

1. . .1 

Определитель матрицы 

8.126 

' (штрих) 

Дифференцирование по х (= r Q //? 0 ) 

8.12а 

' (штрих) 

Эйлерова вариация, например /' 

5.3 

5 

Лагранжева вариация, отклонение от равновес¬ 



ного значения, например дР 

2.1 

* (звездочка) 

Комплексно сопряженная величина, например 


V 

Градиент в точке х 

15.1 

V 

Логарифмический температурный градиент. 



= rfln T/d In Р 

17.2 

V ad 

= (Г 2 - 1)/Г 2 

17.2 


Знак пропорциональности 

17.8 
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